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CAPÍTULO I 

 
FUERZA ELECTRICA Y CAMPO ELÉCTRICO 

 
 
1.1. Carga eléctrica 

 

La carga eléctrica en sí durante el proceso de frotamiento no se crea, sólo existe una 

transferencia de carga negativa (electrones), de la lana a la ebonita. Por consiguiente, la 

ebonita queda cargada negativamente y la lana positivamente. 

 

Una observación experimental es que cuerpos con cargas de igual signo se repelen y con 

cargas de signos distintos se atraen (Ley de polaridad). 

 

La materia se compone de átomos y éstos a su vez de electrones, protones, neutrones y otras 

partículas que son de menor importancia en electrostática. Los átomos son eléctricamente 

neutros. Los electrones son partículas cargadas negativamente, los protones son partículas con 

cargas positivas. El átomo tiene igual número de electrones que de protones. Cuando decimos 

que un objeto está cargado, lo que queremos decir es que tiene un exceso de carga; que puede 

ser positiva (deficiencia de electrones) o negativa (exceso de electrones). 

 

Experimentalmente se observa que "la carga neta en un sistema cerrado se conserva", esto 

es el enunciado del principio de la conservación de la carga. 

 

En el siglo pasado se creía que la carga eléctrica era un fluido continuo, pero a principios de 

este siglo, se descubrió que la carga eléctrica está dada en unidades o paquetes de cargas 

separadas, y esta propiedad de la carga eléctrica se conoce como "cuantización de la carga". 

Esta carga básica es la carga del electrón que se representa simbólicamente por ,  y su valor 

está dado e  [Coulomb]. 

e
-1910  1.60206×=

 

Notación: las cargas macroscópicas se representan por  o Q  y equivalen a  donde es 

un número entero. 

q eN N
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1.2. Conductores y aisladores 

 
Respecto al comportamiento eléctrico, los materiales pueden clasificarse en general en dos 

clases: conductores y aisladores (dieléctricos) de la electricidad. Los conductores son 

substancias metálicas, como el cobre, plata, fierro, etc., que contienen un gran número de 

portadores de carga libre. Estos portadores de carga (generalmente electrones) se mueven 

libremente en el conductor. Los dieléctricos, son materiales en los que las partículas cargadas 

no se mueven debido a que están fuertemente ligadas a las moléculas de las que forman parte, 

por ejemplo, vidrio, plástico, porcelana, etc. 

 

1.3.  Fuerza eléctrica (Ley de Coulomb) 

 
Uno de los primeros científicos que realizó experimentos para el estudio cuantitativo de la 

fuerza de atracción o repulsión entre dos cargas puntuales, fue el científico francés Charles 

Augustin Coulomb (l736 - 1806). Utilizando una balanza de torsión, similar a la que utilizó 

posteriormente Cavendish para medir las atracciones gravitacionales. El experimento que 

realizó Coulomb fue diseñado con el propósito de analizar cómo la fuerza entre dos cargas 

puntuales varía con el producto de la magnitud de las cargas e inversamente a su separación 

elevada al cuadrado. Las cargas son representadas por  y , y la separación entre las cargas 

por 

1q 2q

r . Coulomb encontró que la fuerza que ejercía una carga sobre la otra, estaba descrita por: 

                                                      2
21

r
qq

KF =                                 (1.1) 

Donde K  representa una constante de proporcionalidad cuyo valor  dependerá del sistema de 

unidades que se utilice. 

 
Esta expresión recibe el nombre de Ley de Coulomb. La ecuación (1.1) se puede escribir en 

forma vectorial como 

   re
r

qq
KF ˆ

2
21=

r
       ;        1ˆˆ =⇒= rr e

r
r

e
r

                               (1.2) 

 
donde  es el vector unitario a lo largo de rê r  como se indica en la siguiente Fig.; el signo 

algebraico de  y , son los que nos entregan el sentido de la fuerza, si  y , son 1q 2q 1q 2q
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positivos, el sentido de la fuerza en q  es en el sentido de ; si  es negativa y   es 

positiva, el sentido de 

2 rê 1q 2q

F
r

 es  contraria a . rê

F
r
=

0

8.85415

 ]1

0επ

 
 
En el sistema SI la ley de Coulomb se puede escribir en la forma siguiente: 

 

re
r

qq
ˆ

4
1

2
21

0επ
                                                (1.3) 

 

donde 
04

1
πε

=K   y ε , es una constante que se conoce como la permitividad del vacío o del 

espacio libre y su valor está dado por:  

 
mN

 10  2

2
12-

0 







×=

Cε  

 
Para simplificar los cálculos se puede considerar: 
 

/Cm[109
4

229 NK ×≡=  

 

Cuando se considera la interacción de un conjunto discreto formado por varias  cargas 

puntuales y se desea saber la fuerza resultante sobre una carga específica, se encuentra que la 

fuerza total resultante es simplemente la suma vectorial de las fuerzas debidas a cada una de 

las cargas. Esto se conoce como el Principio de Superposición. 

 

1.4.  Densidad de carga eléctrica 

 
Densidad de carga volumétrica. Cuando una carga eléctrica es distribuida en toda una región 

del espacio, podemos definir la densidad de carga eléctrica promedio como la carga total en la 

región dividida por el volumen de la región. La densidad de la carga eléctrica se simboliza por 
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“ ρ ” y tiene las unidades de [C/m3], cuando el volumen υ  contiene la carga total q, entonces 

la densidad de carga promedio es: 

υ
ρ q

prom =                                                          (1.4) 

 
La carga total se puede encontrar a partir del volumen y la densidad de carga promedio, es 
decir: 
 

υρ promq =  
 
Estas relaciones son similares a la definición de la densidad de la masa. 

 
En la interacción entre cargas, supongamos que lleguen a un arreglo equilibrado en el cuál la 

fuerza neta actuando en cada carga sea cero; por lo tanto, es frecuente encontrar distribuciones 

de carga que no son uniformes. Podemos definir la densidad de la carga variable en función de 

la posición, esto es: 

)~(rqq =     donde    kzjyixr ˆˆˆ ++=
r  

 
que describe la presencia de cargas infinitesimales (dq en cada región infinitesimal) del 

espacio con volumen dv; es decir que podemos expresar la densidad de la carga como: 

 

υυ
ρ

d
dqqlímr

V
=

∆
∆

=
→∆ 0

)(                                                   (1.5) 

 
Si la densidad de la carga no es función de la posición, entonces es constante; si se asume que 

el límite existe y es independiente de los detalles de la subdivisión se puede escribir: 

∫∫∫= υρ drq )(                                                         (1.6) 

 
El diferencial de volumen υd  puede expresarse en diferentes sistemas de coordenadas 

dependiendo del problema en cuestión (cartesianas, esféricas y cilíndricas). 

 
Densidad de carga lineal y superficial. Si la región cargada eléctricamente es muy delgada 

comparada con su longitud y distante de otros cuerpos, entonces se puede representar por una 

línea matemática (ideal), con una distribución de carga unidimensional λ , definida mediante  

 6



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 

dl
dq

l
qlíml

l
=

∆
∆

=
→∆ 0

)(λ                                                 (1.7) 

de donde se tiene que 

∫= dllq )(λ                                                        (1.8) 

 
si λ  es independiente de  o constante, entonces: l
 

Ldtq
L

λλ == ∫0  

 
La densidad de carga lineal está expresada en unidades de [C/m]. 
 

Si la carga se encuentra distribuida sobre una superficie en una región del espacio distante de 

otros cuerpos se puede representar matemáticamente por la siguiente expresión: 

 

ds
dq

s
qlímr

S
=

∆
∆

=
→∆ 0

)(σ                                                 (1.9) 

 
de donde se obtiene 

∫∫= dsrq )(σ                                                     (1.10) 
 
El diferencial de superficie se debe expresar en sus coordenadas apropiadas. La densidad de 

carga superficial está dada en unidades de [C/m2]. 

 

1.5.  Campo Eléctrico ( E
r

) 

 
Cuando una carga eléctrica experimenta una fuerza de atracción o repulsión (en ausencia de 

campos gravitacionales y magnéticos) en una región del espacio, existe un campo eléctrico en 

esa región. La magnitud del campo eléctrico dependerá de la magnitud de la fuerza eléctrica y 

de la magnitud de la carga prueba (carga que experimenta la fuerza). La fuerza eléctrica puede 

ser generada por cargas aisladas o bien por una distribución de carga. 

 
Supongamos que la fuerza se debe a una carga aislada, entonces se observa experimentalmente 

que la atracción o repulsión sobre la carga de prueba es radial y se puede dibujar líneas 

radiales a la carga que representen gráficamente la dirección de repulsión o atracción, estas 
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líneas radiales se conocen como líneas de campo (las cuales son imaginarias) que salen de las 

cargas positivas y entran a las cargas negativas como se muestran en la figura. 

 
 
El campo eléctrico se define como la razón de la fuerza eléctrica F

r
(que experimenta la carga 

prueba), por unidad de carga prueba ( q ) que por definición se considera positiva. Esto es: 0

 

0q
FE
r

r
=  

 
De la Fig. anterior se observa que la dirección de la fuerza está en la dirección del campo. 

 
Si se tiene una carga punto , y a una distancia r se encuentra una carga prueba , se puede 

emplear la ley de Coulomb, ecuación (1.3). Para obtener que: 

1q 0q

 

re
r

qq
F ˆ

4
1

2
01

0επ
=

r
 

 

 
 
Si se divide ambos lados de la ecuación por  se obtendrá una expresión del campo eléctrico 

para cargas aisladas. 

0q

re
r
q

q
FE ˆ

4
1

2
1

00 επ
==

r
r

                                            (1.12) 
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Para determinar el campo eléctrico en el punto P, debido a la presencia de un conjunto 

discreto de cargas puntuales se utiliza el principio de superposición el cual consiste en la 

suma vectorial de los campos en el punto P, dado por 

 

i

n

i i

i
n

i

i e
r

q
q
F

E ˆ
4

1
1

2
01 0
∑∑
==

==
επ

r
r

                                     (1.13) 

 
Donde  representa la carga de cada una, y r  la distancia de las cargas al punto donde se 

desea calcular el campo. 

iq i

 

Determinación del campo eléctrico para distribuciones continuas  
 

Tomando el límite continuo de la ecuacion (1.13) que consiste en escribir: 

∫∑ →
=

2
1

2 r
dq

r
qn

i i

i                                                (1.14) 

 
Se obtiene que el campo para una distribución continua de carga, está dado por   
 

re
r
dqE ˆ

4
1

2
0
∫=

επ

r
                                            (1.15) 

 
 

donde                                







=

)(
)sup(

)(

avolumétricóndistribucid
erficialóndistribucids

linealóndistribucidl
dq

υρ
σ
λ

 
 
 dq es una diferencial de carga, r es la distancia entre el diferencial de carga y el punto donde 

se desea calcular el campo y e  es el vector unitario que nos indica la dirección del campo, 

siguiendo la trayectoria de r. 

rˆ

 

1.6.  Líneas de fuerza 

 
Las líneas de fuerza o líneas de campo son líneas imaginarias trazadas de tal forma, que la 

tangente en un punto coincide con la dirección del campo eléctrico en dicho punto.    
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a) Dos cargas iguales. 

 
 

 
b) Dipolo eléctrico. 

 

 

 
 

 

 

 

 

c) Placa cargada. 

 
 

 

 

 
d) Dos placas paralelas con la misma densidad de carga, y signo contrario. 
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e) Cascarones cilíndricos concéntricos con la misma carga total, de signos contrarios. 

 

Al analizar los diagramas de la Fig. anteriores para diferentes distribuciones de carga, se  

observa que: 

 
1. Las líneas de Fuerza comienzan en las cargas positivas y terminan en las cargas negativas. 

 
2. La tangente a la línea de fuerza en cualquier punto es paralela a la dirección del campo 

eléctrico en ese punto. 

3. El número de líneas de fuerza por unidad de área en una región del espacio está en 

relación directa a la magnitud del campo eléctrico. A mayor número de líneas de fuerza 

por unidad de área, mayor la magnitud del campo. 

 
4. Las líneas de fuerza nunca se cruzan. 

 

1.7.  Problemas resueltos 

 

Problema 1.1 

 
En cada uno de los vértices de un triángulo equilátero de lado 1=a  m se tienen las siguientes 

cargas  ¿Cuál es la fuerza resultante sobre 

? 

C. 10  1q ,l0  1  q ,l0  2-  q -6
3

6 -
2

-6
1 ×=×=×= CC

1q
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Solución: 

 
De acuerdo con el principio de superposición: 
 

jFiFF yxR
ˆˆ +=

r
 

 
Del diagrama vectorial de la Fig. anterior: 
 

°+= 60cos21 FFFx  

°= 602 senFFy  

de la aplicación de la Ley de Coulomb, se puede escribir que : 
 

°+= 60cos
4

1
4

1
2

21

0
2

31

0 a
qq

a
qq

Fx επεπ
 

 
dado que , se tiene que 32 qq =

( )°+= 60cos1
4

1
2

21

0 a
qq

Fx επ
 

 

°= 60
4

1
2

21

0

sen
a

qq
Fy επ

 

 

Teniendo presente que . Sustituyendo los datos se tiene: ]/[109)4/(1 229
0 CNmK ×== πε

 

)5.01(
1
102109 2

212

2

2
9 +







 ×−








×=

−

m
C

C
NmFx  

 
][1027 3 NFx

−×−=  
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][1058.15
2
3

1
102109 3

2

212

2

2
9 N

m
C

C
NmFy

−
−

×−=














 ×−








×=  

 

La fuerza resultante escrita en forma vectorial es: 

 
][)ˆ1058.15ˆ1027( 33 NeeF yxR

−− ×+×=
r

 

 
Problema 1.2 

 

Para el sistema de la figura formado por dos péndulos idénticos, cargados con cargas iguales 

 y de masas iguales .  q m
 
Determine: 
 
a) El valor del Anguloθ  para que el sistema se encuentre en equilibrio. 

b) La distancia de separación x , entres las cargas para ángulos pequeños. 

 

θθ l

r

qq  

 

 

 

 

 

               
l

rsen 2/
=θ  

 
Solución:   
 

a)   Del DCL de la carga  del lado derecho de la figura anterior, se tiene 

 

mgFG =

θ
2

2

r
qKFE =q

 

 

 

 

De la figura anterior                               θtanGE FF =   
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Sustituyendo los valores de las fuerzas respectivas y sabiendo a partir de la primera figura que  

θlsenr 2= , se obtiene  

                                                         θ
θ

tan
)2( 2

2

mg
senl
qK =  

de donde se encuentra que 
 

                                                        
mgl

Kqsen 2

2
2

4
tan =θθ  

 

b) Para ángulos pequeños se tiene: 
l

xsen 2/tan =≈ θθ  . Entonces, reemplazando en la 

ecuación anterior , se encuentra 

 

                                       
mg
lKqx

mgl
Kq

l
x 2

3
2

2

3

3 2
48

=⇒=           ;       
04

1
πε

=K  

 

luego                                                      
3/1

0

2

2 







=

mg
lqx
πε

              

 

Problema 1.3 

 
Dos partículas de igual masa m, están suspendidas por cuerdas de longitud l de puntos 

separados, una distancia d como se muestra en la figura. Calcule la magnitud de cada carga si 

la distancia horizontal que separa las partículas es r.  
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Solución:   

      
Siguiendo el mismo procedimiento que el empleado en el  problema anterior (1.2),  también se 

puede escribir 

                                                          θtanGE FF =   
 
Sustituyendo los valores de las fuerzas respectivas  
 

                                                
θ
θθ

πε cos
tan

4
1

2

2

0

senmgmg
r
q

≡=  

 

  de donde se encuentra                 
θ
θπε

cos
4 2

0
senmgrq =  

 
por otro lado, de la figura anterior, se tiene que  

                                 drlsen =+θ2   ⇒     





 −

=
l
rdsen

2
θ   

 
expresando  θθ 21cos sen−= , después de sustituir, se obtiene  
 

2/122

2
0

}]2/)[({
]2/)[(4

rdl
rdmgr

q
−−

−
=

πε
 

 
Problema 1.4 

 
Si se tiene una esfera dieléctrica de radio R con una densidad de carga volumétrica ρ  = A 

[C/m3]; donde A es constante. Calcule la carga total encerrada en la esfera.  

 

Solución:  
 

Utilizando la ecuación (1.6) tenemos que ρ  = A entonces: 
 

∫∫∫∫∫∫ == υυ dAdAq  
 
Dado que el volumen de una esfera es , entonces  33/4 Rπ
 

ARq 33/4 π= . 
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Problema 1.5 

 
Una esfera maciza, no conductora, de radio a, con una cavidad esférica de radio b, como se 

muestra en la figura, tiene una distribución de carga volumétrica  donde A es una 

constante. Calcule la carga que se encuentra en la esfera. 

3/ rA=ρ

 

 
 

Solución:  

 
Utilizando la ecuación (1.6), se tiene que: 
 

∫∫∫= υρ dq  

 
En coordenadas esféricas , entonces  φθθυ dddrsenrd 2=
 

∫ ∫ ∫∫∫∫ ==
ππ

φθθυρ
2

0 0

2
3 dddrsenr

r
Adq

a

b

 

 
Luego 

∫=
a

b r
drAq π4  

 

De donde se encuentra que  la carga en la esfera es: 
 

b
aLnAq π4=  
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Problema 1.6 

 
Una semiesfera hueca dieléctrica tiene una distribución de carga eléctrica ( ) θσθσ sen0= , 

donde 0σ  está expresada en [C/m2]. Calcule la carga total que se encuentra en la semiesfera 

hueca. 

 
Solución: 

 
Para una distribución superficial de carga se tiene que 

: 

∫∫= dsq )(θσ  

 
en esta caso .   Sustituyendo, se obtiene   φθθ ddsenrds 2=

 

∫ ∫=
ππ

φθθσ
2

0

2/

0

2
0 )( ddsenrsenq  

 

∫ ∫=
π π

θθφσ
2

0

2/

0

22
0 dsendrq  

 
[ ] 2/

02
12

0 cos2 πθθθπσ senrq −=  
  
evaluando: 

].[22
02

1 Crq πσ=  
 
 
Esta expresión nos muestra que la carga total que no está distribuida uniformemente. 
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Problema 1.7 

 
Dipolo eléctrico. Se tienen dos cargas iguales de signo contrario separadas por una distancia 

pequeña, como se muestra en la figura, esta configuración se conoce como Dipolo eléctrico. 

Suponiendo que ar >> , calcule el campo eléctrico debido a estas cargas en un punto 

localizado a una distancia r del centro del dipolo, según la perpendicular bisectriz de la línea 

que une las cargas. (donde 22 raR += ) 

 
Solución: 

 
De acuerdo con el principio de superposición: 
 

21 EEE
rrr

+=  

Según la ecuación 1.12: 

2
0

21 4
||||

R
qEE
επ

==
rr

 

De la Fig.  
θcos2 1EE =  

 

donde 
R
a

=θcos . 

  
Sustituyendo los valores de , R y de 1E θcos , se obtiene: 
 

2
3

2
1 )(

2
4

1
)()(4

2
22

0
2222

0 ra
qa

ra
a

ra
qE

+
=

++
=

επεπ
 

  
Para el caso en que ra , entonces, se puede omitir el a del denominador y la magnitud del 

campo eléctrico para el dipolo está dada por: 

<<

 

3
0

2
4

1
r

qaE
επ

=  
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El producto 2aq se conoce como momento del dipolo eléctrico P, y en general para el cálculo 

del campo eléctrico nunca se trabaja con los factores q y 2a separados, sino siempre con el 

producto que se sustituye por P. Para el caso en, el cual ar >>  el campo del dipolo se puede 

escribir como: 

3
04

1
r
PE

επ
=  

 
Problema 1.8 

 
Se tiene un anillo de radio a, cargado positivamente con una distribución de carga uniforme 

linealλ . Calcular E a una distancia x sobre el eje del anillo a partir de su centro. (ver Fig.).  
 

 
Solución: 

 
De la definición de densidad lineal de carga, se tiene que 

 
dldq λ=  

 
lo cual producirá un diferencial de campo eléctrico en el punto en cuestión, que de acuerdo 

con la ecuación (1.14), resulta: 

)(
1

44
1

22
0

2
0 xa

dl
r
dq

dE
+

==
επ

λ
επ

 

 
de la Fig.  se puede ver que al integrar, la componente perpendicular al eje se anula quedando 

solamente la componente colineal, de aquí que: 

 

∫= θcosdEE  
donde: 

2
1)(

cos
22 ax

x
+

=θ  
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entonces: 

∫∫ +
=

+
=

a

dl
xa

x
xa

xdlE
π

επ
λ

επ
λ 2

0
22

0
22

0
2

3
2

3 )(4)(4
 

 
Integrando y evaluando 

2
3)(

2
4

1
22

0 xa
xaE

+
=

λπ
επ

 

Para ax >> , se tiene que 

2
0

2
4

1
x

aE λπ
επ

=  

 
donde λπ a2  representa la carga total del anillo. Del resultado anterior se puede concluir que 

para grandes distancias, el anillo se comporta como una carga puntual. 

 

Problema 1.9    

 
Considere un arco semicircular como el de la figura, cargado uniformemente con una 

densidad lineal  λ . Determine el campo eléctrico en el centro de curvatura del arco. 

 

θcosdE
Ed
r

θ

dl

ar =

 

 

 

 

 
 
 

Solución:  

 
De la figura se tiene   

θcosdEdEy =  

por simetría =0  xE
 
Por otro lado, de la definición de campo eléctrico  se obtiene que  
 

2
04

1
r
dqdE

πε
=  
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sustituyendo en la ecuación anterior, se puede escribir 
 

θ
πε

cos
4

1
2

0 r
dqdEy =  

 
para este caso dldq λ= , donde, θaddl =  y ar = , entonces 

 

θθλ
πε

θλ
πε

cos
4

1cos
4

1
2

0
2

0 a
da

r
dldEy ==  

 
Integrando    

a
d

a
E y

0

2/

2/0 2
cos

4 πε
λθθ

πε
λ π

π
∫

−

==  

En forma vectorial 

)ˆ(
2 0

yy e
a

E −=
πε
λr

 

Problema 1.10 

 
La mitad de un cascarón esférico, no conductor de radio interior r, tiene una carga total Q 

distribuida uniformemente en su superficie interior. Calcular el campo eléctrico en el centro de 

curvatura. 

 
Solución: 

 
De la figura se ve que por simetría 0=yE , (ver problema anterior), entonces se puede escribir 

 
θcosdEdEx =  
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De la ecuación (1.15), se tiene que  
 

2
04

1
r
dqdE

επ
=  

 

θ
επ

θ cos
4

1cos 2
0 r

dqdEdEx ==  

 
Sabiendo que dq dsσ=  e integrando se obtiene 
 

θσ
επ

cos
4

1
2

0
∫∫=

r
dsEx  

 

dado que   ,  se tiene φθθ ddsenrds 2=
 

∫ ∫∫∫ ==
ππ

φθθθ
επ

σθσ
επ

2

0

2/

00
2

0

cos
4

cos
4

1 ddsen
r
dsEx  

 

∫=
2/

00

cos
2

π

θθθ
ε
σ dsenEx  

como 
2
1cos

2/

0

=∫
π

θθθ dsen , se tiene 

04ε
σ

=xE  

dado que   22 r
Q
π

σ = , sustituyendo se encuentra 
 

2
08 r

QEx επ
=  

 

Problema 1.11 

 
Para un anillo circular de radio a con una distribución de carga lineal )cos1(0 θλλ += como el 

de la  Fig.  Calcule la carga total del anillo. 
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Solución: 

 
Para esta caso la carga eléctrica  se determina a partir de  

 

∫= dlq λ  
 

donde )cos1(0 θλλ +=  y de la figura se tiene que θaddl =  
 

Reemplazando se encuentra 

θθλ
π

adq ∫ +=
2

0
0 )cos1(  

de donde se obtiene que 
02 λπaq =  

 
Problema 1.12 

 
Una esferita no conductora con una carga q, cuelga de un hilo de longitud l dentro de un 

campo eléctrico E. Calcule la masa de la esferita si el ángulo entre la vertical y el hilo es θ   
 

 
Solución:   

 
q

θ

mgFG =

qEFE =a) Del DCL de la carga   se tiene 
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De la figura anterior                               θtanGE FF =  

 
Sustituyendo lo valores de las fuerzas, se tiene  

 
θtanmgqE =  

de donde se encuentra 

θtang
qEm =  

 

Problema 1.13 

 
Determine la carga en el volumen definido por 1 2≤≤ r [m] en coordenadas esféricas si: 
 

]/[cos5 3
4

2

mC
r

φρ =  

Solución: 

 
L
 

a carga en un volumen está dada por   

∫∫∫= υρ dq  

 
donde  =υd  (en coordenadas esféricas), luego     

  

∫ ∫ ∫∫∫∫ ==
ππ

φθθφυρ
2

0 0

2

1

2
4

2cos5 ddsendrr
r

dq  

 

∫ ∫ ∫ −=
π π

θθφφ
2

0 0

2

1

22cos5 drrdsendq  

 

Dado que )2cos(
2
1

2
1cos2 φφ += , se tiene 

 

( ) ][5
2
1)2(5))2cos(

2
1

2
1(5

2

0 0

2

1

2 Cdrrdsendq ππθθφφ
π π

=





=+= ∫ ∫ ∫ −  
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Problema 1.14 

 
Demuestre que la magnitud máxima del campo eléctrico a lo largo del  eje de un anillo 

cargado uniformemente ocurre cuando 2/ax =  y tiene un valor de 
2

0 36 a
QE

επ
=   

 
Solución: 

 
El campo eléctrico para este caso es 

2/322
0 )(4

1
xa
xQE

+
=

πε
 

 
Derivando con respecto a x  e igualando a cero se obtiene 
 

2/ax =  
 
Evaluando el valor del campo en 2/ax = , se encuentra 
 

2
0 36 a
QE

επ
=  

 
Problema 1.15 

 

Una varilla de longitud no conductora  tiene una distribución de carga lineal uniforma L λ .  

Determine el campo eléctrico en el punto P a una distancia b sobre la perpendicular bisectriz. 

 

 

 

θcosdEdEy =

dxx

2/Lx =

0

r
b

θsendEdEx =  
θ
. P 

dE  

2/Lx −=  
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Solución: 
 

De la figura se tiene que   

θ

θ

dEsendE

dEdE

x

y

=

= cos
 

 

la componente  por simetría 0=xE
 

como  2
04

1
r
qE

πε
= , se tiene que                   

2
04

1
r
dqdE

πε
=  

 

θ
πε

θ cos
4

1cos 2
0 r

dqdEdEy ==  

 

Para esta caso dxdq λ= ,  y rb /cos =θ ,  luego sustituyendo se tiene   
 

3
0

2
0 44

1
r
dxb

r
b

r
dxdEy πε

λλ
πε

==  

como  se obtiene 2/122 )( bxr +=
 

2/322
0 )(4 bx

dxbdEy +
=

πε
λ  

Integrando 
 

∫
− +

=
2/

2/
2/322

0 )(4

L

L
y bx

dxbE
πε
λ  

 

Dado que  2/12222/322 )()( bxb
x

bx
dx

+
=

+∫ , se encuentra  

 

2/122
0 )4/(4 bL

L
b

Ey +
=

πε
λ  

 
También se puede escribir 

2/122
0 )4(2 bL

L
b

Ey +
=

πε
λ  
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Problema 1.16 

 
Determine el campo eléctrico en un punto P ubicado a una distancia  b del extremo izquierdo 

de la barra del problema anterior. 

 

 

dx

bLx +=  bx =

L

P . 
 

 

 
 

Solución: 

 
Teniendo presente el problema anterior, se puede escribir  
 

2
0

2
0 4

1
4

1
x
dx

r
dqdE λ

πεπε
==  

 
Integrando se encuentra 





 −

+
−=== ∫

−

bbLx
dxE

bL

b

11
44 0

2
0 πε

λ
πε
λ  
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CAPÍTULO II 

 

LEY DE GAUSS 

 

La Ley de Gauss permite determinar el campo eléctrico cuando las distribuciones de cargas 

presentan simetría, en caso contrario se debe recurrir a la Ley de Coulomb.  

 
2.1.  Flujo eléctrico 
 

El flujo eléctrico se define como el número de líneas de campo que atraviesa a una superficie 

dada y que depende unicamente de la carga encerrada, el cual está representado por la 

siguiente ecuación: 

∫∫=Φ dsE θcos                                                         (2.1) 
 
Donde θ  es el ángulo entre el vector  campo eléctrico E

r
  y el vector área , luego  sdr

 

∫∫ ⋅=Φ sdE rr
                                                             (2.2) 

 
El flujo eléctrico para una superficie cerrada se expresa como: 
 

∫∫ ⋅=Φ sdE rr
                                                             (2.3) 

 
 
2.2.  Ley de Gauss 
 

El flujo eléctrico producido por una carga puntual en una superficie imaginaria cerrada 

(superficie gaussiana) de radio r, se puede calcular con la ecuación (2.3) obteniéndose: 

0ε
q

=Φ  

 

0ε
encq

sdE ≡Φ=⋅∫∫
rr

 

 
La ley de Gauss establece que el flujo eléctrico que cruza la superficie gaussiana es igual a la 

carga neta encerrada ( ) por la superficie por unidad de la constante de permitividad (encq 0ε ). 
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La ley de Gauss puede ser expresada de forma más general de acuerdo con la siguiente 

ecuación: 

∫∫∫ =⋅ dqsdE
0

1
ε

rr
 

 
 

donde υρ ddq =  (para la carga en el volumen υ ), luego  
 
 

∫∫∫∫∫ =⋅
υ

υρ
ε

dsdE
0

1rr
 

También se puede escribir: 
 

                           ∫∫∫∫ =⋅
s

dssdE σ
ε 0

1rr
     (para la carga en una superficie dsdq σ= )    

                            ∫∫∫ =⋅ dlsdE λ
ε 0

1rr
     (para la carga en una línea dldq λ= ) 

 
2.2. Problemas resueltos  
 

Problema 2.1 
 

Escriba la Ley de Gauss (eléctrica) en forma diferencial. 
 

Solución: 
 

La ley de Gauss escrita en forma integral está dada por 
 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ==⋅
υυ

υερυρ
ε

ddsdE )/(1
0

0

rr
 

 
Utilizando el teorema de la divergencia 

 
υdEsdE∫∫ ∫∫∫ ⋅∇=⋅ )(

rrrr
 

 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 

0ε
ρ

=⋅∇ E
rr
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La expresión anterior, se conoce con el nombre de forma diferencial de la ley de Gauss 

eléctrica, y forma parte de una de las ecuaciones de Maxwell, que a su vez corresponde a una 

de las cuatro ecuaciones  fundamentales del electromagnetismo. 

 

Problema 2.2 
 

Determine el campo eléctrico en la vecindad de un conductor de forma arbitraria.  

 

Solución: 

 
Consideremos un conductor de forma arbitraria como el de la siguiente figura a), sobre el cual 

queremos calcular el campo en un punto muy cercano a su superficie. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
                                                   a)                                       b) 

 
Si se considera una superficie gaussiana de la forma mostrada en la anterior b) se tiene que la 

carga encerrada es dsσ y aplicando la Ley de Gauss: 

 

0ε
dqsdE =⋅

rr
 

donde 
dsdq σ=  

sustituyendo se tiene:  

dssdE
0ε
σ

=⋅
rr

; 
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como el campo es paralelo al diferencial de superficie en la vecindad del conductor 

obtendremos: 

0ε
σ

=E  

 
Observe que el campo eléctrico para puntos cercanos a la superficie es constante. 

 

Problema 2.3 
 
Una esfera maciza no conductora de radio b, con una cavidad esférica de radio a,  tiene una 

distribución uniforme de carga y su carga total es Q; Determinar  el campo eléctrico en las 

regiones que se indican:  
 
a) r < a        b) a < r < b          c) r > b. 

 

Solución: 
 
a) Para r < a: 
 
Primeramente se escoge una superficie gaussiana esférica de radio r, y aplicando la Ley de 

Gauss, ecuación (2.6) se tiene que la carga neta encerrada es cero, entonces, E = 0. 

 
b) Para a < r < b: 
 
Igual que en (a), se elige una superficie gaussiana esférica de radio r y de la Ley de Gauss: 
 

∫∫∫∫∫ ==⋅
υ

υρ
εε

dqsdE enc

00

1rr
 

 
Como la distribución de carga es uniforme, entonces: 
 

)(
3
411 33

00

ardsdE −==⋅ ∫∫∫∫∫ πρ
ε

υρ
ε υ

rr
 

Dado que                                           
))(3/4( 33 ab

Q
−

=
π

ρ  

 
Reemplazando este valor se obtiene                      

)(
)(

33

33

0 ab
arQsdE

−
−

=⋅∫∫ ε
rr
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Además  como se tiene que sdE rr
↑↑ dsEsdE =⋅

rr
 y como el  modulo del campo eléctrico es 

constante en toda la superficie gaussiana, luego  
 

)(
)()4( 33

33

0

2

ab
arQrE

−
−

=
ε

π  

de donde se encuentra 

)(
)(

4
1

33

33

2
0 ab

ar
r
QE

−
−

=
επ

 

 
En  notación vectorial: 

re
ab
ar

r
QE ˆ

)(
)(

4
1

33

33

2
0 −

−
=

επ

r
 

 

c) Para r > b: 
 

Se elige también una superficie gaussiana de radio r, la carga neta encerrada es Q, entonces: 

 

0ε
QsdE =⋅∫

rr
 

 
Integrando y despejando E obtenemos que 
 

2
04

1
r
QE

επ
=  

 
 
Problema 2.4 
 

Línea de carga. En la siguiente figura, se tiene una línea de carga de longitud infinita con 

una densidad lineal de carga λ  uniforme. ¿Cuál es el campo eléctrico E, a una distancia r de la 

línea? 
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Solución: 

 

Una superficie gaussiana conveniente es un cilindro circular de radio r y una longitud l, como 

se muestra en la figura anterior. Aplicando la Ley de Gauss: 

 

∫∫∫ ==⋅ dlqsdE λ
εε 00

1rr
 

 
que se puede desarrollar en este caso para las tres partes del cilindro de la siguiente forma: 
 

∫∫∫∫∫ =⋅+⋅ dlsdEsdE
cilíndricacircularestapas

λ
ε 0.sup

1rrrr
 

 
para el primer término se puede ver que el producto punto es cero tapassdE )( rr

⊥ , entonces: 
 

ldlsdE
l

cilíndrica

λλ
ε

==⋅ ∫∫∫
00.sup

1rr
 

 
Dado que el campo eléctrico es constante en la superficie y )||( sdE rr

,  se encuentra  
 

0

)2(
ε
λπ llrE =  

de donde  

r
E λ

επ 02
1

=  

 
En notación vectorial: 

re
r

E ˆ
2

1

0

λ
επ

=
r

 

 

Problema 2.5 

 
Lámina de carga. Se tiene una lámina delgada no conductora de dimensiones infinitas con 

una densidad de carga superficial σ  (ver figura). Calcúlese el campo eléctrico E, a una 

distancia r del plano. 
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Solución: 
Para este problema, podemos escoger como superficie gaussiana un cilindro circular de 
sección transversal A y largo 2r, colocado como se muestra en la figura anterior. Aplicando la 
Ley de Gauss: 

                           ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ==⋅+⋅+⋅=⋅ dsqsdEsdEsdEsdE
derechaTapaMantoIzqTapa

σ
εε 00...

1rrrrrrrr
 

 
Sabiendo que  , entonces,   MantosdE )( rr

⊥ 0)( =⋅ MantosdE rr
,   luego: 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ =⋅+⋅=⋅ dssdEsdEsdE
derechaTapaIzqTapa

σ
ε 0..

1rrrrrr
 

 
como TapassdE )( rr

↑↑ , se tiene que dsEsdE Tapas =⋅ )( rr
, además  que EE

r
≡  y σ  son  

constantes, entonces: 
 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ =+=⋅
AAA

dsdsEdsEsdE
0. ε
σrr

Luego                                    
00 ε

σ
ε

AqEAEA ==+     CteE ==⇒
02ε

σ  

 
Problema 2.6   
 
Determine el campo eléctrico en las vecindades de una lámina metálica delgada conductora, 
de dimensiones infinitas, cargada con cte=σ   
 
Solución 
 
Por tratarse una placa metálica pero que es delgada, ésta se comporta igual que la lámina 
delgada del  problema anterior, debiéndose realizar el mismo cálculo para obtener     
 

CteE ==
02ε

σ  
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Problema 2.7  (Placa o lámina de carga gruesa) 
 
Se tiene una placa gruesa conductora de dimensiones infinitas con una densidad de carga 

superficial σ (ver figura). Calcúlese el campo eléctrico E, a una distancia r del borde. 

 
 

E
r

sdr0=E
r

 
 
 
 
 
 
Solución: 
 
 
Aplicando la Ley de Gauss a la superficie cilíndrica de la figura, se tiene que 

 

0εqsdEsdEsdEsdE
DerechaTapaMantoIzquierdaTapa

=⋅+⋅+⋅≡⋅ ∫∫∫∫∫∫∫∫
rrrrrrrr

 

 

Dado que:                    0=IzquierdaTapaE
r

 (la tapa está dentro del material conductor) 

 
0)( =⋅⇒⊥ MantoManto sdEsdE rrrr

 

 
Entonces,  sólo  queda el campo en la tapa circulare derecha 

 

0εqsdE
derechaTapa

=⋅∫∫
rr

 

 
Dado que  el campo y el vector de área, son paralelos  y además el campo es constante, se 

obtiene: 

00 ε
σ

ε
AqEA ==  

En  notación vectorial: 

reE ˆ
0ε
σ

=
r
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Problema 2.8 

 
Una esfera metálica maciza de radio exterior a, con una cavidad esférica de radio b, tiene una 

carga puntual q en su centro como se muestra en la siguiente figura, calcule el flujo eléctrico 

para:  
 
a) r < b           b) b < r < a             c) r > a. 

 
 
Solución: 
 
a
 
)  De la Ley de Gauss se tiene que  

∫∫ ≡⋅=Φ
0ε

Encerradaq
sdE rr

 

qqqbra encerrada ==<<Φ ;)(
0ε

 

b)                                                 0;0)( ==<Φ encerradaqar    
 

c)                                                qqqbr encerrada ==>Φ ;)(
0ε

 

  

Problema 2.9 
 

Dentro de una esfera maciza no conductora de radio a, hay un campo eléctrico ( ) radial de 

magnitud constante. Demuestre que la distribución de carga está dada por: 

0E

 

r
E002ερ =    para   ar <<0  

 
Solución: 
 
Utilizando la Ley de Gauss escrita en la forma diferencial,    
                 

                                                               
0ε
ρ

=⋅∇ E
rr

, 

 
Expresando la divergencia en coordenadas esféricas 
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( ) ( ) )(111 2
2 φθ φθ

θ
θθ

E
senr

senE
senr

Er
rr

E r ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
rr

    

 
 Dado que el campo sólo tiene una componente radial, CteEE r == 0 , se obtiene 

( )
0

0
2

2

1
ε
ρ

=
∂
∂

=⋅∇ Er
rr

E
rr

 

   Luego                    
 

0

02
ε
ρ

=
r
E

             ⇒
r

E
r 002
)(

ε
ρ =  

 
Problema 2.10 
 

Considere el caso de un cilindro de longitud infinita, de radio R, uniformemente  cargado 

con  densidad volumétrica de carga ρ . Determine 

a)       ;    ()( RrE < r  es la distancia de un punto cualquiera al eje del cilindro) 

b)  )( RrE >

 

Solución: 
 
a) De la Ley de Gauss  

∫∫∫∫∫ =⋅
υ

υρ
ε

dsdE
0

1rr
 

se tiene que  

hrrhE 2

0

)2( π
ε
ρπ =  

De donde se encuentra que  

rRrE
02

)(
ε
ρ

=<  

 
b) En este caso, de la Ley de Gauss se obtiene  

 

∫∫∫∫∫ =⋅
υ

υρ
ε

dsdE
0

1rr
 

hRrhE 2

0

)2( π
ε
ρπ =  

r
RRrE 1

2
)(

0

2

ε
ρ

=>  
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Problema 2.11 
 
Considere el caso de un cilindro macizo muy largo, de radio R, cargado con  densidad 

volumétrica de carga variable dada por r0ρρ = . Determine 

a)   ;    ()( RrE < r  es la distancia de un punto cualquiera al eje del cilindro) 

b)  )( RrE >

 
Solución: 
 

a)  De la Ley de Gauss  

∫∫∫∫∫ =⋅
υ

υρ
ε

dsdE
0

1rr
 

se tiene que  

dzrdrdrrhE
h r

φρ
ε

π
π

∫ ∫ ∫=
0

2

0 0
0

0

1)2(  

 
De donde se encuentra que  

3
2)2(

3

0

0 rhrhE π
ε
ρ

π =  

2

0

0

3
)( rRrE

ε
ρ

=<  

 
b)  En este caso, de la Ley de Gauss se obtiene  

 

∫∫∫∫∫ =⋅
υ

υρ
ε

dsdE
0

1rr
 

 
En coordenadas cilíndricas se tiene  dzdrdrd φυ = , entonces 
 

dzrdrdrrhE
h R

φρ
ε

π
π

∫ ∫ ∫=
0

2

0 0
0

0

1)2(  

 
De donde se encuentra que  

3
2)2(

3

0

0 RhrhE π
ε
ρ

π =  

r
R

RrE 1
3

)(
0

3
0

ε
ρ

=>  
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Problema 2.12 
 

Dos láminas paralelas conductoras con una distribución de carga uniforme σ , cargadas 

positivamente, están separadas una distancia como se muestra en la siguiente figura. Encuentre 

a) el campo entre las láminas b) Fuera de las láminas. Considere la distancia entre las láminas 

muy pequeñas, comparada con las dimensiones de las láminas. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Solución: 

 
a) Aplicando la Ley de Gauss y teniendo presente el problema (2.6), se tiene que el campo 

eléctrico producido por una lámina conductora es sus cercanías (vecindades) es: 

02ε
σ

=E  

Entonces del principio de superposición para un punto ubicado entre las placas conductoras, se 

tiene 

21 EEE
rrr

+=  

 
donde 1E

r
 es el campo producido por la placa del lado izquierdo en el  punto considerado, en 

donde se asume ubicada una carga de prueba que es positiva por definición). Luego teniendo 

presente la ley de polaridad, se tiene 

)ˆ(
2 0

1 iE
ε
σ

=
r
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Por otro lado, si 2E
r

 es el campo producido por la placa del lado  derecho en el  punto 

considerado,  de igual forma al caso anterior se encuentra  
 

)ˆ(
2 0

2 iE −=
ε
σr

 

 
Sustituyendo en   21 EEE

rrr
+=  los valores de los campos respectivos se obtiene 

 

0)ˆ(
2

)ˆ(
2 00

=−+= iiE
ε
σ

ε
σr

 

 

b)  De igual forma que para el caso anterior, para un punto fuera de las láminas se tiene  
     

21 EEE
rrr

+=  
  
Supongamos que el punto donde estamos determinado el campo está fuera (lado derecho, ver 

figura) 

 

1E
r

2E
r

1 2

 

 

 

 

 
Donde:      

)ˆ(
2 0

1 iE
ε
σ

=
r

  y   )ˆ(
2 0

2 iE
ε
σ

=
r

     ⇒ 21 EE
rr

=  

Entonces 

                                     )ˆ(2
0

1 iEE
ε
σ

==
rr

     (lado exterior derecho) 

                                     )ˆ(2
0

1 iEE
ε
σ

−==
rr

   (lado exterior izquierdo) 

 
De donde se obtiene que la magnitud del campo para cualquier punto (cercano) fuera de las 

placas es  

0ε
σ

=E  
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Problema 2.13 
 

Dos cascarones esféricos de radios a y b concéntricos tienen cargas 4Q y -2Q respectivamente. 

Encuentre el campo eléctrico para a) r < a, b) a < r < b, c) r> b  (ver figura). 

 
 
 
 
 
Solución: 
 

En todos los casos considerados, los cascarones se comportan como cargas puntales, luego el 

campo eléctrico después de aplicar la Ley de Gauss se puede expresar en la forma: 
  

2
04

1
r

q
E Encerrada

πε
=  

 
Luego 

0)() =< arEa                              ( 0=Encerradaq ) 

  2
0

1)()
r
QbraEb

πε
=<<                 ( QqEncerrada 4= ) 

                    2
02

1)()
r
QbrEc

πε
=>                   ( QQQqEncerrada 224 =−= ) 

 

Problema 2.14 
 

Dos placas metálicas paralelas de dimensiones grandes comparadas con su separación 

que es de 0.01 m, tienen una densidad de carga uniforme C/m510−=σ 2. Calcule la fuerza por 

unidad de área que ejerce una placa sobre la otra. 

 

Solución: 
 

De la Ley de Coulomb, la fuerza ejercida sobre una carga (placa cargada) está dada por: 

 
EqF placa=  
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En este caso Aq placa σ=  y el campo obtenido a partir de la Ley de Gauss es 0/εσ=E  (ver 

problema 2.5), entonces 

0ε
σσ AF =  

de donde se encuentra 

0

2

ε
σ

=
A
F  

 
Reemplazando los valores respectivos, se obtiene 
                 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 23.11
m
N

A
F  

 
Problema 2.15 

 
Una esfera de 10 g de masa y con una carga de  C, se encuentra suspendida de un hilo que 

forma un ángulo de 30° con una superficie conductora muy grande que tiene una 

distribución de carga 

610−

σ  constante y de la cual pende la esfera (ver figura). Encuentre el valor 

de σ . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
Solución: 
 

A partir de la aplicación de la Ley de Gauss para una superficie conductora muy grande (ver 

problema 2.5), se encuentra que el campo eléctrico en sus vecindades está dado por:  
 

0ε
σ

=E  

 
Del DCL en  la carga positiva:  
 
 
 

qEFE =

mgFG =

q
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Se tiene                                                     

θtanGE FF =  
 
Sustituyendo los valores de las fuerzas 
 

θtanmgqE =  
 
reemplazando el valor del campo se tiene 
          

θ
ε
σ tan

0

mgq =  

 
de donde se encuentra  

θ
ε

σ tan0 mg
q

=  

 
Sustituyendo los valores respectivos, se obtiene 

 
]/[100.5 27 mC−×=σ  

 

Problema 2.16 

 
Una esfera no conductora de radio a con una densidad de carga uniforme ρ  tiene una 

cavidad esférica como se muestra en la siguiente figura, calcule el campo eléctrico en el punto 

A. 

  
 

Solución: 
 

Utilizando el principio de superposición, se tiene que 
 

CavidadEsferaA EEE +=  
 

Aplicando la ley de Gauss   
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∫∫ =⋅
0

.

ε
encq

sdE rr
 

para la esfera no conductora, como sdE rr
↑↑  se tiene 

 

∫∫ =
0ε

Esferaq
Eds  

 
dado que CteEE ==

r
 sobre todos los puntos de la superficie Gaussiana, entonces 

 

∫∫ =≡
0

24
ε

π Esferaq
rEdsE  

de donde:                                            

2
04

1
r

q
E Esfera

Esfera πε
=  

 
3/4 3aq EsferaEsfera πρρυ ==  

 

3/)2/(4 3aq CavidadaCavidad πρρυ −=−=  

 

Entonces: 

2

3

03
1

r
aEEsfera
ρ

ε
=     

   
Trabajando en forma análoga, para la cavidad se obtiene 

  

2

3

0 )2/(24
1

ar
aECavidad −

−=
ρ

ε
 

 
Sustituyendo ambos campos (esfera y cavidad) en ,  se encuentra AE

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−= 22
0

3

)2/(8
11

3 arr
aEA ε

ρ  
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Problema 2.17                          
 

Una esfera de radio , que está cargada con densidad de carga uniforme 1R ρ , tiene una cavidad 

esférica de radio  no concéntrica con la esfera. Calcular el campo eléctrico en el interior de 

la cavidad. 

2R

 
Solución: 
 

Se aplica el principio de superposición. La esfera con la cavidad se puede considerar como la 

superposición de una esfera de radio , uniformemente cargada con densidad cúbica de carga 1R

ρ+  y otra esfera de radio , uniformemente cargada con densidad cúbica de carga  2R ρ− . El 

campo eléctrico en un punto cualquiera del interior de la cavidad será la suma de los campos 

creados por las dos esferas en dicho punto. 

 

El campo eléctrico en un punto interior de una esfera cargada uniformemente con densidad de 

carga ρ  se calcula aplicando el teorema de Gauss a una superficie esférica de radio Rr < , 

concéntrica con la esfera cargada. Debido a la simetría el campo es radial y tiene el mismo 

módulo en todos los puntos de la superficie gaussiana 
 

0

3
2

3
44
ε
πρπ rrE = , 
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de donde se obtiene el campo eléctrico 

rE
03ε

ρ
=  

 
Superponiendo los campos de las dos esferas, cargadas con cargas ρ+  y ρ− , en el punto P 

que dista  y , de los centros  y de las esferas, se obtiene el campo en el punto P de la 

cavidad 

1r 2r 1O 2O

)(
333 21

0
2

0
1

0
21 rrrrEEE −=−=+=

ε
ρ

ε
ρ

ε
ρ  

 
siendo 2121 OOrr =− , resulta 

21
03

OOE
ε
ρ

=  

 
El campo eléctrico en el interior de la cavidad es uniforme y tiene la dirección de la recta que 

une los centros de las esferas. 

hRrhE 2

0

)2( π
ε
ρπ =  

luego 

r
RRrE 1

2
)(

0

2

ε
ρ

=>  
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CAPÍTULO III 
 

EL POTENCIAL ELÉCTRICO 
 
 
3.1.  Definición de diferencia de potencial 
 

El trabajo que se realiza al llevar la carga prueba positiva  del punto A al punto B, lo 

representamos por . La diferencia de potencial entre A y B, está definida por la ecuación: 

0q

ABW

 

0q
WVV AB

AB =−                                                       (3.1) 

 
La diferencia de potencial entre dos puntos es igual al trabajo realizado al llevar la carga 

prueba entre dichos puntos por un agente externo, dividida por la magnitud de la carga prueba. 

 
Suponiendo que el potencial en el punto B es mayor que en A; al llevar una carga positiva, al 

punto B, tendrá un potencial mayor que en A. 

 
 
La unidad de potencial eléctrico es CoulombJouleVolt /≡  también se puede escribir que  

1[V] =1[J/C] 

 

Generalmente cuando se habla de potencial eléctrico se refiere a diferencias de potencial. Para 

problemas donde se desea calcular el potencial eléctrico de cargas aisladas o de una 

distribución eléctrica, ordinariamente se toma como potencial de referencia el de un punto 

situado en el infinito, donde el valor del potencial es cero. Para algunos circuitos eléctricos 

se toma como referencia de potencial a la tierra y se le da el valor de cero, esto se verá más 

detalladamente en el capítulo siguiente. 
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3.2.  Cálculo  del potencial eléctrico a partir del campo eléctrico 
 

El trabajo que se efectúa para llevar una carga prueba del punto A al punto B en la figura 

anterior, está dado por: 

∫ ⋅=
B

AAB ldFW
rr

 

 

Al moverse la carga lentamente del punto A al punto B, se tiene que el campo ejerce una 

fuerza sobre la carga prueba. Para evitar que la carga prueba se acelere, hay que aplicar 

una fuerza exactamente igual a , con lo anterior se puede escribir  

Eqo

Eqo−

 

∫ ⋅−=
B

AAB ldEqW
rr

0  

 
La integral sobre la trayectoria de A a B, también se conoce como integral de línea. 

Sustituyendo la expresión anterior en la Ec. 3.1, se tiene 

 

 ∫ ⋅−==−
B

A
AB

AB ldE
q

WVV
rr

0

                                              (3.2) 

 
Si se considera el punto A en el infinito, cuyo potencial es cero, se obtiene el valor del 

potencial V en el punto B, dado por: 
 

∫ ⋅−=
B

A
ldEV
rr

                                             (3.3) 

 

La expresión anterior permite determinar el potencial a partir del campo eléctrico. 

 

3.3.  Potencial de una carga puntual 
 

La diferencia de potencial entre los puntos A y B, que se encuentran separados de la carga a 

distancias  y , respectivamente, se puede encontrar calculando primero el campo eléctrico 

en la vecindad de la carga puntual, el cual está dado por  

Ar Br

                  

re
r
qE ˆ

4
1

2
0πε

=
r
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Sustituyendo en la ecuación  para el potencial,  se obtiene 
 

∫
⋅

−=− B

A

r

r
r

AB r
ldeqVV 2

0

ˆ
4

r

επ
 

 
De la siguiente figura se aprecia que  ld

r
está en dirección opuesta a . rê

 

 
Además , luego drdl −=

∫−=−
B

AAB r
drqVV 2

04 επ
 

de donde se encuentra: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

AB
AB rr

qVV 11
4 0επ

                                             (3.4) 

  

De esta ecuación vemos que cuando ∞→Ar ,  ; entonces el potencial V en el punto B 

está dado por: 

0→AV

 
r

qV
04 επ

=                                                            (3.5) 

 
 
3.4.  Potencial debido a una distribución de carga 
 

Para calcular el potencial de una distribución de carga, vamos a considerar que está compuesta 

de N  cargas discretas , entonces, el potencial en un punto P, se obtiene sumando 

algebraicamente los potenciales producidos por cada una de las cargas en el punto P; usando 

nqqqq ,...,,, 321
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la Ec. (3.5) para una carga puntual, tenemos que para un conjunto de cargas discretas tal como 

se muestra en la siguiente figura, el potencial está expresado por: 

 

       ∑∑
==

==
n

i i

i
n

i
i r

qVV
101 4

1
επ

                                                  (3.6) 

 
donde  es el potencial debido a la carga q¡ que se encuentra a una distancia  del punto P. 

Esta suma es algebraica y de aquí su facilidad para encontrar el campo eléctrico usando el 

potencial como veremos en la siguiente sección. 

iV ir

 

 
 

Distribución de cargas puntuales en el espacio 

 

Cuando la distribución de carga es continua, se puede  tomar el límite continuo de la 

ecuación anterior en forma siguiente: 

                                 ∫∑∫∑ →→
== r

dq
r
qdVV

n

i i

i
n

i
i

11
;                                     (3.7) 

 
Obteniéndose para el potencial debido a la distribución continua la siguiente expresión 
 

∫=
r

dqV
04

1
επ

                                                  (3.8) 

 
donde                            

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

)(
)sup(

)(

avolumétricóndistribucid
erficialóndistribucids

linealóndistribucidl
dq

υρ
σ
λ
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3.5.  Determinación del campo eléctrico a partir del potencial 
 

A partir de la expresión ∫ ⋅−=
B

A
ldEV
rr

, se puede escribir 

 
ldEdV
rr

⋅−=                                               (3.9) 
 
Si ocurre que  (coordenadas cartesianas), entonces se puede escribir rdld rr

≡
 

r
VEr ∂
∂

−=                                                      (3.10) 

 
Luego las componentes del campo  E

r
 están dadas por: 

          

              ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=
x

zyxVEx
),,(   ; ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−=

y
zyxVEy
),,(    ; ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−=
z

zyxVEz
),,(  

 
En forma vectorial 

Vk
z

j
y

i
x

k
z
Vj

y
Vi

x
VE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= ˆˆˆˆˆˆr
 

 
También se puede escribir  
                                                              VE ∇−=

rr
                                           (3.11)      

 
Donde es la   representación simbólica del operador gradiente. Y  V∇

r

     

k
z

j
y

i
x

ˆˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡∇
r

     ;     ( ∇
r

se conoce como nabla.) 

 
 
Algunas aplicaciones: 
 
El  tubo de rayos catódicos 
 
En un tubo de rayos catódicos simple como el mostrado en la siguiente figura, los electrones 

son acelerados por una diferencia de potencial entre dos placas denominadas cátodo (placa 

negativa) y ánodo (placa positiva). El flujo de electrones pasa a través de una abertura en el 

ánodo donde adquieren su mayor energía cinética para después chocar con una pantalla 

fluorescente. 
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Cuando se tiene una diferencia de potencial V entre las placas, se sabe que la energía cinética 

máxima ( )2/2υm  corresponde a la energía potencial inicial ( ) esto es Ve

Vem =2

2
1 υ  

 
Luego la velocidad con la que los electrones chocan en la pantalla fluorescente, está dada por 
 

m
eV2

=υ  
 
 

Desviación de un haz de electrones por un campo eléctrico 

 
En la siguiente figura se tienen dos placas paralelas de longitud l y separadas una distancia d, 

entre las cuales hay una diferencia de potencial V, que produce un campo eléctrico que es el 

que desvía el haz de electrones.  

 
 
Para calcular la desviación “y” del haz de electrones cuando entra a las placas, la fuerza que 

ejerce el campo en el eje de las “ x ” es cero y en el eje de las “ y ” está dada por: 

 
EeFy =  
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dado que  y que la fuerza se puede expresar como dVE /= yy amF = . Sustituyendo y 

despejando la aceleración obtenemos: 

 

dm
eV

m
deVay ==

/  

 
De cinemática, se tiene que: 

2

2
1 tay y=  

 

      
t
x

=0υ        ⇒     
0υ

xt =  

 
Sustituyendo la aceleración y el tiempo 

2

02
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

υ
x

md
eVy  

  
Se encuentra 

2
0

2

2 υmd
xeVy =  (parábola) 

 
 

El electrón-Volt 

 
La cantidad de trabajo necesaria para mover la carga de un electrón  ( [C]), a 

través de una diferencia de potencial de 1 [Volt], recibe el nombre de electrón-Volt.  

1910602.1 −×=e

 
1 electrón-Volt =  [C ]1910602.1 −× ×1 [V] 

 
][106.1][1 19 JeV −×=  . 

 

Algunos múltiplos del electrón volt son: 
 

1 kiloelectrón Volt =  ][10][1 3 eVkeV =
 

1 Megaelectrón Volt =  ][10][1 6 eVMeV =
 

1 Gigaelectrón Volt =  ][10][1 9 eVGeV =
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Energía de un dipolo  

 

Cuando un dipolo eléctrico está inmerso en un campo eléctrico, las  fuerzas que experimentan 

las cargas son iguales en magnitud pero opuestas en dirección, por consiguiente la fuerza neta 

es cero, pero existe un momento sobre el dipolo que tiende a alinearlo con el campo y que está 

dado por: 

 
)(2 θτ senaF=                                                  (3.13) 

 
Dado y , se tiene  qEF = aqP 2=
 

θτ senEaq2=                                                    (3.14) 

θτ senEP=  
En forma vectorial 

EP
rrr

×=τ                                                           (3.15) 
 

Suponiendo que el dipolo tiene una orientación inicial de θ , con el campo y cambia su 

orientación a 0θ , el trabajo realizado está dado por: 

 

∫ ∫===
θ

θ
θτ

0

ddWPotencialEnergíaU  

 
Sustituyendo θτ senEP= , obtenemos: 
 

∫=
θ

θ
θθ

0

dsenEPU  

 
Para el caso en que P y E sean constantes: 
 

∫= θθ dsenEPU  

[ ]θθθ
0

cos−= PE  
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Así para 2/0 πθ = obtenemos: 

 
θcosPEU −=                                                       (3.16) 

 
En forma vectorial  
 

EPU
rv

⋅−=                                                           (3.17) 
 
 
Tarea: Explique el funcionamiento del Microondas 
 
 
3.6. Problemas resueltos 
 
 
Problema 3.1 
 
En un par de placas paralelas se tiene un campo eléctrico uniforme E, calcule la diferencia de 

potencial entre el punto A y el punto B al recorrer la trayectoria señalada en la figura. 

 

Solución:  
 
De la ecuación para el potencial  
 

∫∫∫ ⋅−⋅−=⋅−=−
B

A

B

AAB ldEldEldEVV
0

0 rrrrrr
 

 

 
 

 
Aquí vemos que el último sumando es cero porque la trayectoria de C a B es perpendicular al 

campo, entonces: 

dEldEldEVV
dC

AAB =°−=⋅−=− ∫∫ 0
180cos

rrr
 

 
dEVV AB =−  
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Problema 3. 2 
 

Dos gotas de agua idénticas están cargadas al mismo potencial , encuentre el nuevo 

potencial  si las dos gotas colapsan en una sola gota. 

1V

2V

 

Solución: 
 
 

Sean                            
1

1

0
1 4

1
r
qV

πε
=   (potencial de cada gota por separada) 

2

2

0
2 4

1
r
qV

πε
=   (potencial de las dos gotas juntas) 

 
 

)1(2)2( gotaVolumengotasVolumen =  

 

1
3/1

2
3

1
3

2 2
3
42

3
4 rrrr =⇒= ππ  

 
Por otro lado,  dado que las densidades deben ser las mismas, se puede escribir 
 

12 ρρ =              ⇒            
3/43/4 3

1

1
3

2

2

r
q

r
q

ππ
=  

    
de donde se encuentra 

1

3

1

2
2 q

r
rq ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

Sustituyendo  en  2q
2

2

0
2 4

1
r
qV

πε
= ,  

 
se obtiene      

2

1

2

1

1

0
2 4

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

r
r

r
qV

πε
 

 
Reemplazando    1

3/1
2 2 rr =

 

1
3/23/2

1

1

0
2 22

4
1 V

r
q

V ≡=
πε
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Problema 3.3 
 

U
 

na esfera metálica maciza de radio a, tiene una carga total Q. 

a)  Calcule el campo eléctrico. Para r < a  y  r > a. 

b)  El potencial eléctrico para puntos dentro y fuera de la esfera. 

c)  Haga una gráfica cualitativa del campo eléctrico versus el radio, y otra del potencial versus 

el radio. 

 

Solución: 
 
a)  Para  r < a: 
 
Por la Ley de Gauss vemos que E = 0 (no hay carga encerrada). Para r > a: 
 

re
r
QE ˆ

4
1

2
0επ

=
r

 

 
b) Para r < a: (ver problema 3.15) 
 

                                                               
a

QV
04 επ

=  

Para r > a:  (ver problema 3.15) 
 

r
QV

04 επ
=  

c) 
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Problema  3.4 
 
Línea de carga finita 
 

Se tiene una línea de carga de longitud L con una distribución de carga λ  uniforme. Calcular 

el potencial eléctrico V a una distancia R de la línea sobre la perpendicular bisectriz. 

 
 
Solución: 
 
Sustituyendo en la Ec. (3.8) dzdq λ=  y 2

1)( 22 zRr +=  obtenemos: 
 

∫∫ +
==

2
1)(4

1
4

1
22

00
zR

dz
r

dqV λ
επεπ

 

integrando   
 

[ ] 2
2

2
1 0

22

0
0 22

0

)(
4
2

)(4
2 LL

zRzLnzR
dzV ++=
+

= ∫ επ
λ

επ
λ  

 
y evaluando 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ++
=

R
RLLLnV

22

0

4/2/
4
2
επ
λ  

 
 
Problema 3.5 
 

Utilizando el resultado del problema anterior (con R = r), calcule el campo eléctrico en el 

mismo punto p a una distancia r de la línea de carga. 

 

Solución:  
 

Tenernos que:                      ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
=

r
rLLLnV

22

0

4/2/
4
2
επ
λ  
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y de acuerdo con la ecuación  
VE ∇−=
rr

 
 
donde  en coordenadas cilíndricas (V∇

r
zr ,,φ ) es: 

 

Ve
z

e
rd

e
r

V zr ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

+
∂
∂

=∇ ˆˆˆ φφ

r
 

 
Se puede ver que en esta ecuación que los últimos dos términos valen cero ya que no existe 

variación del potencial con respecto a φ  ni con respecto a z; entonces: 

re
r
VE ˆ
∂
∂

−=
r

 

resultando: 

re
rrLrLL

rE ˆ1
4/)4/2/(4

2
2222

0
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+++
−=

επ
λr

 

 
Para una línea de carga infinita, ∞→L  obtenemos de la expresión anterior: 
 

re
r

E ˆ
2 0επ

λ
=

r
 

Problema  3.6 
 

a) Grafique la energía almacenada de un dipolo como función del ángulo. 

b) Calcule cuál es la máxima energía almacenada. 

 
Solución:  
 
a) Esta gráfica es la de la Ec. (3.16), que es la siguiente: 
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b) De la misma ecuación (3.16), se aprecia que la energía almacenada es máxima cuando 

1cos −=θ  entonces: 

PEUmáx =  
 
Se observa que este resultado está de acuerdo con la gráfica anterior. 

 

Problema  3.7 

 
Un disco de plástico de radio R tiene una carga Q repartida uniformemente en su superficie 

con densidad superficial de carga σ . Calcule el potencial y el campo eléctrico en un punto del 

eje del disco que dista x de su centro. 

 
Solución: 
 

Se divide el disco en elementos de área drrπ2  que se puede consider como anillos 

elementales de radio r, cuya carga por unidad de longitud es drσλ = . Se empieza calculando 

el campo creado por un anillo. Un elemento de anillo de longitud ϕrd  crea un campo 

elemental 

)(4 22
0

*

xr
rddE
+

=
πε

ϕλ  

 
Integrando para todo el anillo elemental de radio r, y teniendo en cuenta que la suma de las 

componentes del campo en la dirección perpendicular al eje x se anula, el campo *E  tiene la 

dirección del eje x: 

∫ ∫ ++
==

π

πε
ϕλα

2

0 2/12222
0

**

)()(4
cos

xr
x

xr
rddEE  

 

       2/322
0 )(2 xr

xr
+

=
ε
λ  
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Ahora bien, teniendo en cuenta que drσλ = , *E  es el campo creado por un elemento de 

disco y, por tanto, un campo elemental dE . El campo creado por todo el disco es 

 

∫ ∫ +
== 2/3220

0 )(2 xr
xdrrdEE

R

ε
σ  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−=

xxR

x

xr

xE
R

11
2

1
2 22

00
22

0 ε
σ

ε
σ  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−=

22
0

1
2 xR

xE
ε
σ  

 
donde se ha considerado positiva la raíz cuadrada del denominador para , es decir 0=r
 

xx
11

2
=    , 

 
lo que está de acuerdo para . Si se pasa al límite para , a la derecha y a la 

izquierda del disco, se obtiene el campo eléctrico de un plano indefinido ( ) con carga 

superficial 

0>x 0→x

Rx <<

σ . 

xx
uxE

0
)0( 2

)(lim
ε
σ

=
+→

              xx
uxE

0
)0( 2

)(lim
ε
σ

−=
−→

 

 
Este resultado significa que, al atravesar un plano cargado, el campo eléctrico sufre una 

discontinuidad EΔ . 

xxx uuuE
000 22 ε

σ
ε
σ

ε
σ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=Δ  

 
Para calcular el potencial en un punto P del eje que dista x del centro se divide la superficie del 

disco en anillos elementales de carga ϕσφλ drdrdrdq ==  que distan  del punto 

P. El potencial creado en el punto P por la carga de un anillo elemental es 

( 2/122 xr + )

 

2/122
0 )(4 xr

drdrdV
+

=
πε

ϕσ  
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El potencial debido a todo el disco cargado será 
 

=+=
−

∫∫ drrxrdxV
R 2/1

0

222

0
0

)(
4

)(
π

ϕ
πε
σ  

y siendo  2RQ πσ=

( )xxR
R

QxV −+= 22
2

02
)(

πε
 

El potencial es máximo para , 0=x

R
QV

02
)0(

πε
=  

 
Si , el potencial se puede expresar 0>x
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 11

2
)(

2/1

22
0 x

R
R

QxxV
πε

 

Para puntos alejados 
 

2

22/1

2

2

2

2

2
111

x
R

x
R

x
R

+≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⇒<<  

 
se tiene el potencial de Coulomb (carga puntual) 
 

x
QxV

04
)(

πε
=  

 
Problema 3.8 
 

Un disco de material aislante de radio R tiene una carga Q repartida en su superficie, de modo 

que la densidad superficial de carga, σ , varía proporcionalmente con la distancia r al centro 

del disco. Calcule el potencial y el campo eléctrico en un punto del eje del disco que dista x de 

su centro. 
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Solución: 
 

Tomando kr=σ , la carga Q del disco es 
 

3
2 3

0

2

0

RkdrrdkrdsQ
R πϕσ

π
=== ∫ ∫ ∫ ∫  

de donde 

32
3

R
Qk
π

=  

 
Para calcular el potencial en un punto P del eje que dista x del centro se divide la superficie del 

disco en elementos de superficie de área drdrds ϕ= en coordenadas polares y que distan 

 del punto P. El potencial creado en el punto P por la carga de un elemento del 

disco es 

( 2/122 xr + )

2/122
0 )(4 xr

drdrkrdV
+

=
πε

ϕ  

 
El potencial debido a todo el disco cargado será 
 

drrxrdkV
R 2

2/1

0

222

0
0

)(
4

−

∫∫ +=
π

ϕ
πε

 

 
resolviendo la integral y sustituyendo el valor de k, se obtiene 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−

+
=

x
xRRaxRR

R
QV

2/12222/122

3
0

)(ln
22

)(
4

3
πε

 

 
Para calcular el campo eléctrico se procede de modo análogo, teniendo en cuenta que, debido a 

la simetría del problema, las componentes del campo perpendiculares al eje del disco se 

anulan. El campo en el punto P sólo tiene componente en la dirección del eje, y su valor se 

obtiene integrando las componentes en la dirección del eje de los campos generados por cada 

elemento de área 

)(4 22
0 xr

drdrkrdE
+

=
πε

ϕ  

 

2/12222
0 )()(4

cos
xr

x
xr

drdrkrdEE
++

== ∫ ∫ ∫ ∫ πε
ϕα  
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Integrando para todo el disco, es decir, entre 0 y π2  para ϕ  y entre 0 y R para r, se tiene 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
= 2/122

2/122

3
0 )(

)(ln
4

3
xR

R
x

xRR
R

QxV
πε

 

 

Problema 3.9 
 

Una carga q está distribuida en el volumen de una esfera de radio R con una densidad cúbica 

de carga no uniforme )( rRA −=ρ , siendo r la distancia al centro de la esfera y A una 

constante. Calcule: 
 
a) El valor de la constante A en función de q y de R. 

b) El campo eléctrico y el potencial de la esfera en puntos interiores y exteriores. 

c) Los valores del potencial en el centro y en la superficie de la esfera. 

 
Solución: 

 
a) La carga total de la distribución es 
 

3
4)(

4

0

2 ARdrrrRAdq
R ππυρ

υ
=−== ∫∫ , 

de donde 

4

3
R
qA

π
=  

 
b) Los campos tienen simetría esférica y sus direcciones son radiales. Aplicando el teorema 

de Gauss a una superficie esférica de radio Rr < , se tiene 

 

drrrRAddsE
r

i ∫∫∫∫∫∫ −==
0

2

00

4)(11 π
ε

υρ
ε
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como el módulo de E tiene el mismo valor en todos los puntos de la superficie gaussiana se 

verifica 

∫∫∫∫∫∫ ===⋅ 24 rEdsEdsEsdE iiii πrr
, 

 
por tanto 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

4
4

3
414

43

0

2 rRArRArEi ππ
ε

π  

 

( )2
4

0

34
4

rrR
R

qEi −=
επ

 

 
El campo en un punto exterior se obtiene aplicando el teorema de Gauss a una superficie 

esférica de radio Rr > , 

2
000 4

11
r

qEqddsE ee επε
υρ

ε
=== ∫∫∫∫∫  

 
El potencial se calcula a partir de la circulación del campo 
 
(para Rr < ) 

( )drrrR
R

qdrEVV
r

R

r

R iRr ∫∫ −−=⋅−=− 2
4

0

34
4 επ

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+= 4

3

3

2

0

21
4 R

r
R
r

R
qVV Rr πε

 

 
(para Rr > ) 

r
qdr

r
qdrEVV

rr

er
0

2
0 44 επεπ

=−=⋅−=− ∫∫ ∞∞∞  

Para Rr =  

R
qVR

04 επ
=  

 
De donde 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=< 4

3

3

2

0

22
4 R

r
R
r

R
qV Rr πε

           (1) 

 

R
qV Rr

04 επ
=>                                    (2) 

 

 65



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 

c) El potencial en el centro de la esfera se obtiene sustituyendo en la expresión (1) el valor de 

. 0=r

R
qV

0
0 2 επ
=  

 
El potencial en la superficie de la esfera, ya calculado, se obtiene sustituyendo  en cualquiera 

de las expresiones (1) ó (2) 

R
qVr

04 επ
=  

 
Problema 3.10 
 

El espacio comprendido entre dos cilindros coaxiales indefinidos de radios a y b (a < b) está 

cargado eléctricamente con una densidad cúbica de carga no uniforme, , siendo r  la 

distancia al eje de los cilindros y A una constante. Calcúlese: 

2Ar=ρ

 
a)  El campo eléctrico en las distintas regiones del espacio. 

b)  La diferencia de potencial entre los puntos 1Rr = , y  2Rr = , siendo y . bRa << 1 bR >2

 

 
Solución: 
 

a) En la región  0=< Ear
 

En la región  el campo eléctrico tiene simetría cilíndrica y su dirección es la radial de 

las coordenadas cilíndricas. Aplicando el teorema de Gauss a una superficie cilíndrica de radio 

r y altura h, y teniendo en cuenta que el flujo del campo eléctrico a través de las bases es cero, 

se tiene 

bra <<

∫=
r

a
drrAhrhrE 2

0
1 212 π

ε
π , 

 66



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 

de donde se obtiene 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

r
arAE

44

0
1 4ε

 

Del mismo modo, para  br >

∫=
b

a
drrAhrhrE 2

0
2 212 π

ε
π  

obteniéndose 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

r
abAE

44

0
2 4ε

 

 
b) Se calcula , a partir de la circulación del campo eléctrico 

21 RR VV −
 

∫∫ −−=− 1

2
21 12

R

b

b

RRR drEdrEVV  

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=− 1

2
21

44

0

44

0 44
R

b

b

RRR dr
r

arAdr
r

abAVV
εε

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

−
−=−

b
R

b
R
R

a
RbAVV RR

24

2

14
4

1
4

0

lnln
4421 ε

 

 
Problema 3.11 
 

Una esfera conductora (1) de radio  se carga a un potencial V y después se aísla. A 

continuación la esfera (1) se rodea por otra esfera conductora hueca (2), concéntrica con ella, 

de radios  y , y se desea calcular los potenciales de las esferas en las 

situaciones sucesivas siguientes: 

1R

2R )( 323 RRR <

 
a) La esfera (2) está aislada y descargada. 

b) La esfera (2) se une a tierra. 

c) La esfera (2) se desconecta de tierra y después la esfera (1) se conecta a tierra.  
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Solución: 
 

Inicialmente la esfera (1) se conecta al potencial V adquiriendo una carga VRq 101 4 επ= . A 

continuación se aísla, manteniendo su carga constante. 

 
a) La esfera (1) tiene una carga VRq 101 4 επ=  y la esfera (2) por inducción adquiere una 

carga  en la superficie interior y 1q− 1q+  en la superficie exterior. Aplicando el principio 

de superposición, se tienen los potenciales de las dos esferas 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+−=

3

1

2

1

30

1

20

1

10

1
1 1

444 R
R

R
R

V
R

q
R

q
R

q
V

επεπεπ
 

3

1

30

1

30

1

30

1
2 444 R

RV
R

q
R

q
R

qV =+−=
επεπεπ

 

  
b) Al conectar a tierra la esfera (2), su potencial es 02 =V y la carga de la esfera (2) es 

, colocada en la superficie interior. Como sólo hay campo en el espacio entre las 

dos esferas, el potencial de la esfera (1) es 

12 qq −=

=−=⋅−= ∫∫
1

2

1

2 30

1
1 4

R

R

R

R
dr

R
qdrEV
επ

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

1

210

1 111
4 R

R
V

RR
q
επ

 

 
c) Al desconectar de tierra la esfera (2) se mantiene su carga 12 qq −= . Al conectar a tierra la 

esfera (1), su potencial es  01 =V y su carga cambiará a 1q′ , para que sea cero. Los valores 

de los campos son 

2
0

1
121 4

)(
r

qERrR
επ
′

=′<<  

2
0

11
23 4

)(
r
qqERr

επ
−′

=′>  

y los potenciales se calculan a partir de la circulación de los campos 
 

2
0

11
22 4

3

r
qqdrEV

R

επ
−′

=′−=′ ∫∞  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
=

′
=′−=′−′ ∫

210

1
2

0

1
221

11
44

1

2 RR
q

dr
r

q
VVV

R

R επεπ
 

 
De estas dos ecuaciones se obtienen la carga de la esfera (1), 1q′  y el potencial de la esfera 

(2),  : 2V ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=′
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2
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2

1
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4

111
RRR

R

VR

RRR
R

qq
πε

 

 

313221
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2

)(
RRRRRR

RRRVV
−+

−
=′  

 
 
Problema 3.12 
 

Tres láminas metálicas paralelas de área S están dispuestas como se indica en la figura: la 

lámina central, aislada, tiene una carga Q y las otras están unidas eléctricamente y separadas 

de la lámina central distancias d y 3d, respectivamente. Si a la lámina izquierda se le da una 

carga igual a  , determinar: Q3−
 
a) Las distribuciones de carga en las superficies de las tres láminas. 

b) La fuerza que actúa sobre la lámina central.  

 
Se desprecian efectos de bordes )( Sd << . 
 

 

 69



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 

Solución: 
 

a) Como las láminas A y C están unidas eléctricamente, la carga de la lámina A se reparte 

entre las caras de ambas láminas. Denominando las densidades de carga de las tres láminas 

con los subíndices que se indican en la figura y teniendo en cuenta la conservación de la carga 

eléctrica, se obtiene: 
 
Láminas A y C: 

S
Q3

6521 −=+++ σσσσ          (1) 

Lámina B: 

S
Q

=+ 43 σσ                               (2) 

 
Aplicando el teorema de Gauss a las superficies punteadas indicadas en la figura, como el 

campo en el interior de los conductores es cero, también es cero la carga encerrada por la 

gaussiana (elementos correspondientes) 

 
032 =+σσ                   (3) 

054 =+σσ                    (4) 

 
Las placas A y C están al mismo potencial 0=− CA VV , es decir, la circulación del campo 

entre ellas es igual a cero: 

03
0

4

0

2 =+ dd
ε
σ

ε
σ  

Por tanto 
03 42 =+ σσ  

  
Por último, utilizando argumentos de simetría 
 

61 σσ =  
 
Resolviendo el sistema de las seis ecuaciones se obtienen los valores 
 

S
Q

S
Q

S
Q

4
3

4
3

3261 =−=−== σσσσ  

 

S
Q

S
Q

44 54 −== σσ  
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b)  El módulo de la fuerza por unidad de área (o presión electrostática) sobre la lámina central 

es 

S
Q

S
Q

S
Q

dS
dF

0

2

0

2

0

2

0

2
3

0

2
4

432
9

3222 εεεε
σ

ε
σ

−=−=−=  

 
 
su dirección es normal a la placa y el signo negativo indica que está dirigida hacia la izquierda. 

La fuerza  total sobre la lámina central es 

0

2

4ε
QF −=  

 
Problema 3.13 
 
Una esfera conductora de radio R está conectada a una fuente de potencial . Si la esfera se 

rodea de una capa esférica dieléctrica, concéntrica con la esfera, de radios interior y exterior R 

y 9R, respectivamente, ¿qué permitividad relativa 

0V

rε  deberá tener el dieléctrico para que el 

campo eléctrico en la zona vacía sea 1,5 veces mayor que el que había antes de 

colocar el dieléctrico? 

)9( Rr >

 
Solución: 
 
Antes de poner el dieléctrico, la carga de la esfera es 
 

000
0

0
0 4,

4
VRQ

R
Q

V πε
επ

==  

 
Después de poner el dieléctrico la carga libre de la esfera es Q, que se obtiene de la condición 

de que el potencial de la esfera se mantiene igual a . 0V

 

∫∫ −−=
∞

R

R
r

R
dr

r
Qdr

r
QV

9 2
0

9

2
0

0 44 εεπεπ
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

RR
Q

R
QV

r 9
11

494 00
0 εεπεπ

 

 
De donde se encuentra que 

8
36 00

+
=

r

r RV
Q

ε
επε

 

 
Como el campo en la zona vacía debe ser 1,5 veces mayor después de poner el dieléctrico, 

para  se verifica Rr 9>

2
0

0
2

0 4
5,1

4 r
Q

r
Q

επεπ
=  

es decir 
05,1 QQ =  

 

)4(5,1
8

36
00

00 RV
RV

r

r πε
ε
επε

=
+

 

 

de donde se despeja el valor de la permitividad relativa del dieléctrico, obteniéndose 
 

6,1=rε  
 

 
Problema 3.14 
 
Considere una esfera sólida aislante de radio R cargada en forma uniforme con una carga Q. 

Determine el potencial eléctrico en las regiones que se indican: 

a) Rr >   y b) Rr <  

 

Solución: 
 
a) El potencial en  este caso está dado por   
               

∫∫
∞∞

>−=⋅−=>
rr

drRrErdERrV )()( rr
 

 

Sustituyendo el valor del campo fuera por:  2
04

1)(
r
QRrE

πε
=>  

 
Se obtiene   
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∫
∞

−=>
r

r
drQRrV 2

04
)(

πε
 

Integrando se encuentra 
 

r
QRrV

04
1)(
πε

=>  

 
 

b) El potencial está dado por          ∫∫∫ <−>−=⋅−=<
∞∞

r

R

Rr

drRrEdrRrErdErrV )()()( rr

 

Sabiendo que  ,  2
04

1)(
r
QRrE

πε
=> ,   y que   r

R
QRrE 3

04
1)(
πε

=< , se obtiene 

 

∫∫ −−=<
∞

r

R

R

rdr
R

Q
r
drQRrV 3

0
2

0 44
)(

πεπε
 

 

)(
2
1

4
1

4
)( 22

3
00

Rr
R

Q
R

QRrV −−=<
πεπε

 

 
Ordenando términos se encuentra 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=< 2

2

0

3
2
1

4
)(

R
r

R
QRrV
πε

 

 
 
Problema 3.15  
 
Considere una esfera  conductora aislada  de radio R con  carga total Q. Determine el 

potencial eléctrico en las regiones que se indican: 

a) Rr >   y  b) Rr ≤  

 

Solución: 
 
a) El potencial al igual que en problema anterior  está dado por   
               

∫∫
∞∞

>−=⋅−=>
rr

drRrErdERrV )()( rr
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Sustituyendo el valor del campo  2
04

1)(
r
QRrE

πε
=>  y luego integrando se encuentra 

 

r
QRrV

04
1)(
πε

=>  

 
b)  El potencial está dado por         
                             

                                  ∫∫∫ <−>−=⋅−=≤
∞∞

r

R

Rr

drRrEdrRrErdERrV )()()( rr

 

Sabiendo que  ,  2
04

1)(
r
QRrE

πε
=> ,   y que   0)( =< RrE , se obtiene 

 

∫
∞

−=≤
R

r
drQRrV 2

04
)(

πε
 

Luego 

R
QRrV

04
1)(
πε

=≤  
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CAPÍTULO IV 

 

CORRIENTE ELECTRICA Y CIRCUITOS  

 

4.1.  Corriente eléctrica 

 

En los conductores los electrones libres se encuentran moviéndose al azar es decir, que si 

pasamos un plano a través del conductor el número de electrones que cruzan de izquierda a 

derecha este plano, es igual al número de electrones que lo cruzan de derecha a izquierda. 

 

Supongamos que se tiene como conductor a un alambre metálico y le aplica una diferencia de 

potencial en sus extremos, por lo tanto se tendrá  un campo eléctrico uniforme dentro del 

alambre y todos los electrones que se movían al azar, se mueven ahora en la dirección 

contraria a la del campo. Si cruza el alambre conductor por un plano como se muestra en la 

figura se ve que un número de electrones pasan por la sección transversal (área rayada) por 

unidad de tiempo establecen una corriente de electrones en el conductor, la que se denomina 

corriente eléctrica y se representa por la letra I  (que se  asume constante), y está definida 

como: 

t
qI =                                                               (4.1) 

 

La unidad de corriente eléctrica I  es el Ampere  siempre que la unidad de carga sea el  

Coulomb y la unidad de tiempo sea el segundo. 

                                                         ][11 A
s
CI ≡⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=  
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En este capítulo sólo se van a considerar sólo corrientes constantes. Para los casos en donde la 

corriente eléctrica varía con el tiempo, ésta  se expresa en  la forma siguiente:  

dt
dqI =                                                          (4.2) 

Se va a  convenir en que la dirección de la corriente va a ser la direcci6n de la carga eléctrica 

positiva (o portadores de carga positivos). Cuando un conductor está sujeto a un campo 

eléctrico externo, los portadores de carga se mueven lentamente en la dirección del campo con 

una velocidad que se conoce como velocidad de desplazamiento o de arrastre. 

 
Un campo eléctrico externo en un alambre conductor. 

 

Para encontrar una relación entre la corriente de un conductor y su carga, consideramos un 

conductor cilíndrico como el de la anterior,  en donde vamos a suponer  que la velocidad de 

desplazamiento es υ  y por consiguiente en un tΔ  de tiempo, los portadores de carga se 

desplazan un , entonces, el número de portadores de carga, en este caso electrones 

conductores, es 

LΔ

LAn Δ  donde n es el número de electrones por unidad de volumen y A la 

sección transversal, por lo tanto, LAΔ es el volumen La cantidad de carga en  es:  LAΔ

 

eLAnq )( Δ=Δ  

 

donde e es la carga de cada electrón conductor. Para un tΔ  se tiene que la corriente: 

 

e
t

LAn
t
qI

Δ
Δ

=
Δ
Δ

=  
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la velocidad de desplazamiento de los electrones dentro del conductor es tL ΔΔ / ; por 

consiguiente. 

eAnI υ=  

 

Ahora se introducirá  un nuevo término que se va a definir como densidad de corriente 

eléctrica que se simboliza por J, y que corresponde a la corriente por unidad de área. 

 

en
A
IJ υ==                                                          (4.3) 

 

la densidad de corriente es un vector y está orientado en la dirección del movimiento de los 

portadores de carga positivos o sea la dirección de la velocidad de desplazamiento. 

 

Como es común que la densidad de corriente varíe en función del radio y la corriente depende 

de la sección transversal,  entonces para estos casos la corriente está dada por: 

 

∫∫ ⋅= sdJI rr
                                                             (4.4) 

 

4.2.  Ley de Ohm  

 

Si se tienen diferentes materiales en forma de conductores cilíndricos idénticos y se les aplica 

la misma diferencia de potencial en sus extremos se puede observar experimentalmente que 

sus corrientes eléctricas son diferentes. Si se supone  que el campo eléctrico dentro de cada 

conductor cilíndrico es constante, se puede concluir que los portadores de carga se están 

moviendo con  una velocidad de desplazamiento, es decir, que tienen una cierta movilidad 

mov en presencia del campo eléctrico, que es una propiedad del material. Se  observa que a un 

mayor campo aplicado al conductor, se tiene mayor corriente y por consiguiente una velocidad 

de desplazamiento mayor por lo tanto, existe una relación directa entre velocidad de 

desplazamiento y el campo, dependiendo de la movilidad ( ) de cada material, esto es: mov

Emov
rr

=υ  
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Sustituyendo la velocidad de desplazamiento en la Ec. (4.3) tenemos: 

 

EEmovenJ
rrr

σ==                                                    (4.10) 

 

La ecuación anterior se conoce con el nombre de forma microscópica de la Ley de Ohm, 

donde moven   se llama conductividad σ  del conductor y su recíproco, se conoce como 

resistividad y se representa por ρ . La ecuación (4.3) se puede  escribir como: 

 

E
A
IJ

ρ
1

==  

 

Dado que  potencial está relacionado con el campo eléctrico a través de  

 

                                                                  ∫ ⋅−= ldEV
rr

 

Entonces se tiene que  

  ∫ =⋅−= LEldEV
rr

                                                     (4.5) 

 

Sustituyendo el campo en la ecuación anterior  obtenemos: 

 

 I
A
LV ρ=                                                               (4.6) 

 

esta relación se escribe más comúnmente como: 

 

IRV =                                                                 (4.7) 

 

La ecuación anterior se conoce con el nombre de forma macroscópica de la Ley de Ohm, 

donde R se conoce como la resistencia del conductor cilíndrico y está dada por: 
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A
LR ρ=                                                            (4.8) 

 

como se puede  ver en la ecuación (4.8) la resistencia de un conductor depende de la 

resistividad que es una propiedad intrínseca de cada material, de la longitud del conductor y su 

sección transversal. 

 

La resistencia se representa simbólicamente por                  y su unidad es:  

 

][11 Ω=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≡=

A
V

I
VR  

 

De la ecuación (4.7) se puede conocer la resistencia de cualquier material, sin importar su 

forma geométrica, determinando el voltaje que se le aplica y la corriente que pasa por él. 

 

43.  Conversión de energía en una resistencia 

 

Si conecta un artefacto que nos mantenga una diferencia de potencial a través de una 

resistencia como se muestra. en la figura, (este artefacto se  representa por un rectángulo 

rayado) para que un diferencial de carga dq se mueva a través de la resistencia en un tiempo 

dt, es necesario que el artefacto proporcione una cantidad de energía , esto es: dUdW =

 

abVdqdW =  

 
donde dq = I dt  de la ecuación (4.2) y reemplazándolo en la expresión anterior tenemos que  

 

 77



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 

abVdtIdW =  

 

La razón de energía por unidad de tiempo es la potencia P que nos está dando el artefacto. 

 

abVI
dt

dWP ==                                              (4.9) 

 

La unidad de potencia es el Watt  que corresponde a: 

 

][11 W
s
J

t
WP =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡==  

 

En las resistencias la energía aparece como calor, este proceso es termodinámicamente 

irreversible y se conoce como calentamiento por efecto Joule. Como las resistencias obedecen 

la ley de Ohm, sustituyendo, la Ec. (4.7), se obtiene la potencia en función de la resistencia y 

la corriente. 

RIP 2=                                                               (4.10) 

 

donde I  es la corriente que pasa por la resistencia, en función del potencial y la resistencia. 

 

RVP /2=                                                             (4.11) 

 

donde V es el voltaje a través de la resistencia. 

 

4.4.  Fuerza electromotriz 

 

Algunas  secciones anteriores se han referido a diferencias de potencial y campos eléctricos 

uniformes para poner cargas en movimientos; para lo cual se requieren fuentes de energía, que 

pueden ser dispositivos que conviertan energía química o mecánica, en eléctrica, como las 

baterías y generadores, que son fuentes de fuerza electromotriz  fem y que se representa por ε . 
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Las fem más conocidas son las baterías, de automóviles y las pilas secas que convierten 

energía química en eléctrica, mientras que los generadores convierten energía mecánica en 

energía eléctrica; cuando se convierte energía eléctrica a mecánica entonces se tiene un motor.  

 

En la siguiente figura la fem ε , está conectada a una resistencia por alambres ideales 

(conductores perfectos) que mantiene una corriente  a través de ésta, La energía que se disipa 

en forma de calor en la resistencia es suministrada por la fuente. 

 
 

Si se analiza  los portadores de carga en el circuito de la figura anterior, se ve  que al pasar de 

un potencial menor (terminal negativa) a uno mayor (terminal positiva) adquieren una energía 

que es equivalente el trabajo que hace la fuente para llevarlos del terminal negativo al terminal 

positivo, esto es 

dqdW ε=                                                    (4.12) 

 

 

4.6.  Circuitos eléctricos  

 

En el circuito de la figura anterior, se concluye que la caída de voltaje en la resistencia es igual 

al voltaje de la fuente de fem ε ; utilizando la Ec. (4.7) de la ley de Ohm se puede determinar 

la corriente que pasa por la resistencia. 

R
I ε
=  
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aplicando el principio de conservación de la energía podemos llegar á mismo resultado, esto 

es: 

Trabajo realizado por la  femε  en un  dt = Energía disipada en R en un dt. 

 

 

Dado que abV≡ε  , entonces de 
dt
dqVI

dt
dWP ab ε===  , se tiene 

 

 

εε dtIdqdW ==  

 

y que: 

dtRIdtI 2=ε  

de donde obtenemos: 

R
I ε
=  

 

Al considerar una fuente de fem real en un circuito eléctrico simple (de una malla) vemos que 

tiene una resistencia interna r como se muestra en la figura 

 

 
 

en la figura anterior, la corriente que pasa por los elementos componentes del circuito es la 

misma (corriente en la malla). Para calcular la corriente se puede  utilizar el principio de 

conservación de la energía:   Energía suministrada por la fem en un dt = Energía disipada por 

R en un dt. 
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dtRIdtrIdq 22 =−ε  

o bien: 

dtRIdtrIdtI 22 =−ε  

 

Simplificando                                            IRrI =−ε  

 

y despejando                                                
rR

I
+

=
ε  

 

debido a que existen circuitos eléctricos más complicados, como el circuito de la siguiente 

figura que tiene dos mallas y dos nodos (un nodo es el punto en el circuito donde se 

interseccionan tres o más ramas de él) 

 
Circuito de dos Malla y dos nodos a y b. 

 

Para resolver estos circuitos, es necesario utilizar métodos apropiados como los que se verán  

en la sección siguiente. 
 

 

4.7.  Leyes de Kirchhoff 

 

El principio de conservación de la energía y el de la conservación de la carga se pueden 

formular en forma práctica para la solución de circuitos complicados. Las dos leyes de 

Kirchhoff se basan en estos principios y se pueden  enunciar de la manera siguiente: 
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Primera ley de Kirchhoff (teorema de los nodos). Para cualquier nodo de un circuito la 

suma algebraica de las corrientes debe ser cero. 

∑
=

=
N

n
nI

1
0                                                    (4.13) 

 

Esta ley se basa en el principio de conservación de la carga, ya que en ningún punto del 

circuito puede existir creación o aniquilación de ésta.  

 

Segunda ley de Kirchhoff (teorema de la trayectoria). La suma algebraica de los cambios a 

potencial en el recorrido de cualquier malla de un circuito es cero. 

∑
=

=
N

n
nV

1
0                                                    (4.14) 

 

Esta ley es una consecuencia del principio de conservación de la energía, ya que de no ser así, 

una resistencia podría disipar cantidades de energías indeterminadas que la fem no podría 

suministrarla. 

 

Para una aplicación práctica de las leyes de Kirchhoff tomarán  las siguientes convenciones 

para facilitar la solución de circuitos eléctricos. 

 

a) Cuando se recorre una malla en un circuito y se atraviesa una resistencia en la dirección de 

la corriente, hay una diferencia de potencial igual a – IR  (caída de voltaje); en la dirección 

opuesta, es + IR  (elevación de voltaje). 

 

b)  Si una fuente de fem es atravesada en la dirección de la fem (de la terminal negativa a la 

terminal positiva) la diferencia de potencial es (+); en sentido contrario es (-). 

 

c)  Las corrientes que entran a un nodo se toman como positivas y las que salen como 

negativas. 
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Problemas resueltos 
 

Problema 4.1 

Determine ¿ cuál es la velocidad de desplazamiento (de arrastre) para una corriente 

en un conductor de cobre de diámetro 0.163[cm]?. Suponga que existe un solo 

electrón libre por átomo, encuentre primero que    coincide con la densidad numérica de los 

átomos de Cu. Y está dado por . 

][1 AI =

en

]/[105.8 328 melectronesne ×≈

 

Solución: 

Se tiene que:                                          uCuCAe PANn ρ=  

Donde  

][10022.6 123 −×= molN A   (Número de Avogadro) 

]/[1095.8 33 mkguC ×=ρ  

]/[5.63 molgPA uC =  

Sustituyendo estos valores, se encuentra:  

][105.8 328 −×≈ mne  

Para determinar la velocidad de desplazamiento utilizamos la relación  

 

aeen
A
IJ υ=≡  

luego  

eAn
I

e
a =υ  

Sabiendo que , después de reemplazar los valores respectivo se  encuentra ][106.1 19 Ce −×=

 

]/[1056.3]/[1056.3 53 smscma
−− ×=×≈υ  

El resultado anterior, muestra que las velocidades de desplazamiento típicas son muy 

pequeñas  
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Problema 4.2 

A una esfera maciza de hierro de radio b, con una cavidad esférica de radio a, se le aplica una 

diferencia de potencial V entre el interior y el exterior, de tal forma que fluye una corriente 

radial uniforme como se muestra en la figura, determine la potencia que se disipa. 

 
Solución: 
 

Aplicando la ecuación (4.8): 

A
lR ρ=  

 

en forma diferencial para un cascarón esférico de radio r con un espesor dr como se muestra 

en la figura se tiene que el diferencial de resistencia es: 

24 r
drdR
π

ρ=  

 

e integrado se obtiene la resistencia total: 
b

a

a

b rr
drR ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== ∫

1
44 2 π
ρ

π
ρ  

evaluando: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ba
R 11

4π
ρ  

 

sustituyendo el valor obtenido de R, en la siguiente ecuación, se obtiene la potencia que se 

disipa, esto es: 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
==

ab
baV

R
VP

ρ
π 22 4  

 

Problema 4.3 

 

Resistencias en serie. Se dice que dos o más resistencias están en serie cuando se conectan de 

forma tal que sólo hay una trayectoria de conducción entre ellas, es decir que la corriente que 

pasa por ellas es la misma. Demuestre que la resistencia equivalente del circuito es 

321 RRRR ++=  

 
 

Solución 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff y siguiendo el circuito en el sentido de la corriente 

empezando en el punto a, se tiene:   

                                                          0321 =−−− iRiRiRε  

de donde:                                               
321 RRR

i
++

=
ε  

Para la resistencia equivalente: 

R
iiR εε =⇒=  

e igualando las expresiones se encuentra: 

321 RRRR ++=  

 

 

 

 85



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 

 

Problema 4.4 

 

Resistencias en paralelo. Cuando varias resistencias se conectan de forma tal, que la 

diferencia de potencial que se les aplica es la misma para todas, se tiene una combinación en 

paralelo. Demuestre que una expresión para la resistencia equivalente del circuito de la Fig.  

es: 

321

1111
RRRR

++=  

 
 

Solución:  

Aplicando la primera ley de Kirchhoff en el nodo B se tiene: 

 

032 =−− iiiab  

entonces: 

32 iiiab +=  

y en el nodo A: 

3211 iiiiii ab ++=+=  

 

Aplicando la ley de Ohm a cada resistencia: 

 

3
3

2
2

1
1 ,,

R
i

R
i

R
i εεε

===  

 

y sustituyendo en la ecuación de la corriente: 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

321

111
RRR

i ε  

 

Para la resistencia equivalente: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

RR
i 1εε  

y combinando las ecuaciones: 

321

1111
RRRR

++=  

 

Las ecuaciones para las resistencias equivalentes en los ejemplos anteriores se pueden 

generalizar; quedando, para n resistencias en serie: 

∑
=

=++=
n

i
in RRRRR

1
21 K  

y para n resistencias en paralelo: 

∑
=

=+++=
n

i in RRRRR 121

11111
K  

  

Problema 4.5 

 

Encontrar la resistencia equivalente entre los puntos A y B del arreglo de la figura a). Tómense 

los siguientes valores: 

Ω== 121 RR       Ω== 163 RR        Ω== 454 RR  

 

Solución 

Para encontrar la resistencia equivalente se ve primero cuáles están en serie y cuáles en 

paralelo para poder combinarlas y para facilitar esto se puede poner el circuito en la forma 

mostrada en. la Fig. b).  Ahora, se observa claramente que  y , están en serie, luego.  2R 3R

 

3223 RRR +=  
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como muestra la figura c) donde podemos ver que ,  y  están en paralelo; entonces 23R 4R 5R

 

543254232345

1111111
RRRRRRRR

++
+

=++=  

 

quedando esto como se muestra en la Fig. d) y como todas las resistencias quedan en serie:                   

                                           6

5432

1 111
1 R

RRRR

RR +
++

+

==  

 

y sustituyendo valores:                                    Ω= 3R  
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Problema 4.6 

 

Del circuito mostrado en la figura encontrar la corriente que pasa por cada resistencia; 

tómense los siguientes valores: 151 =ε [V];  52 =ε [V]; ][21 Ω=R ; ; ][42 Ω=R ][23 Ω=R  

 

Solución: 
 

El primer paso para la solución de circuitos es siempre, escoger arbitrariamente el sentido de 

las corrientes en cada rama. En este problema se han seleccionado las corrientes de la forma en 

que se muestra en la figura sabiendo que en caso de que la corriente real sea en sentido 

contrario, los resultados matemáticos nos lo indicarán. 

 

 
. 

El nodo A está conectado a tierra y el valor del potencial es cero. 

 

Al  aplicar la segunda ley de Kirchhoff, siguiendo la trayectoria en la malla 1 del circuito a 

partir del punto A (que está conectado a tierra y el valor del potencial en A es cero), en el 

sentido de las manecillas del reloj y siguiendo las convenciones tomadas, se tiene: 

 

0222111 =−−− εε RiRi  

 

De la misma forma, para la trayectoria de la malla 2 

 

033222 =−+ RiRiε  
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Aplicando la primera ley de Kirchhoff en el nodo A se tiene  que 

 

321 iii +=  

 

Hasta aquí, se puede ver que en estas 3 ecuaciones tienen 3 incógnitas que se pueden ordenar 

de la siguiente forma: 

)0(3221121 iiRiRi ++=− εε  

332212 )0( RiRii +−=ε  

3210 iii −−=  

 

En este sistema de 3 ecuaciones al sustituir valores y multiplicar por   las dos primeras 

ecuaciones nos queda: 

)1(−

)0()4()2(10 321 iii +−+−=−  

)2()4()0( 3212 −++= iiiε  

)1()1()1(0 321 −+−+= iii  

que se puede resolver por determinantes: 

 

][4
20
80

488
202040

111
240

042
110
245

0410

1 Ai ==
++
++

=

−−
−

−−
−−
−+−

−−

=  

 

][41 Ai =  

 

Sustituyendo en la segunda y tercera ecuación, se tiene : 

 

524 32 −=− ii       432 =+ ii  
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luego 

][5.02 Ai = ,   ][5.33 Ai =  

 

Problema 4.7 

Para el circuito de la figura considere los siguientes valores ][3/101 Ω=R , 

12 2RR = ][5 FC μ= , ][101V=ε , ][1.0 Ω=r . Determine (en estado estacionario)  
a) La corriente que circula por el circuito 

C

r

ε

1R

2R

A

B

b)  ABV
c) La carga del  del condensador q

 
 
 
Solución: 
 
 
a) En estado estacionario no circula corriente por el condensador. Utilizando la ley de la 
trayectoria de Kirchhoff:  
 

0=∑ NV  
se tiene 
 

021 =−−− IrIRIRε  
luego 

][10
3 1

A
rR

I ≡
+

=
ε  

 
 
b)    De la ley de Ohm:                   ABAB IRV =  

  
dado que  las residencias conectadas en serie se suman, se tiene 
 
                                       ][103 121 Ω=≡+= RRRRAB   
 
Reemplazando, se encuentra  
 
                                             ][100 VIRV ABAB ==  
 
c) De la definición de capacidad, se puede escribir  
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ABV
qC =  

Luego  
][500 CCVq AB μ==  

 
Problema 4.8 

Para el circuito de la figura considere los siguientes valores ][101 Ω=R , ][202 Ω=R , 
,][303 Ω=R ][41 V=ε y  ][12 V=ε . Determine (en estado estacionario)  

a)  Las corrientes que circulan por las resistencias 
b)  ABV

M 

2ε

1R2R

A 

B

C 

1ε

3R
 
 
 
Solución: 
a) En estado estacionario no circula corriente  
por el condensador.  
 
Supongamos lo siguiente: 
 

En el nodo M:                                      III =+ 21   

En la malla superior 

                                                           02132 =−− RIIRε  

En la malla inferior 

                                                           021121 =+− RIRIε  

Combinando estas ecuaciones se encuentra: 

][1.0 AI =    (corriente que circula por ) 3R

][1.01 AI −=  (corriente que circula por ) 2R

][2.02 AI =   (corriente que circula por ) 1R
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CAPÍTULO V 

 

CONDENSADORES Y DIELECRICOS 

 

5.1.  Definición de capacidad o capacitancia 

Si dos conductores aislados se conectan a una fem como se muestra en la Fig., se produce una 

diferencia de potencial entre ellos; para producir esta diferencia de potencial se requiere llevar 

carga de un conductor al otro y por consiguiente realizar un trabajo, el cual es hecho por la 

fem. Todo el sistema tiene una carga neta cero ya que los conductores tienen igual carga pero 

signo contrario. La carga que tienen los conductores depende de la fem que los conecta y de 

otros factores tales como la distancia entre ellos, su tamaño y su forma geométrica. Es decir, 

que si todos estos factores permanecen constantes excepto la fem, entonces la carga es 

directamente proporcional a la diferencia de potencial producida por la fem entre los 

conductores, esto es: 

 VCq =                                                              (5.1) 

 

donde q es la magnitud de la carga en cada uno de los conductores, V es el potencial entre ellos 

y C es la constante de proporcionalidad que se define como la capacitancia; este hecho lo 

podemos comprobar experimentalmente. El arreglo de los conductores que se muestra en la 

siguiente figura se conoce como condensador. 

 

La Ec. (5.1) define la capacidad o capacitancia de un condensador. Por otro lado, cuando se 

habla de carga en un condensador, se hace referencia a la carga en la placa positiva y no a la 

carga neta del condensador que es cero. 
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Los condensadores se representan esquemáticamente por  el símbolo -----| |-----; la unidad de 

la capacitancia es el farad en honor de Michael Faraday; entonces, un condensador tiene una 

capacitancia de 1[Farad] =1[F] cuando la carga es de 1[C] y su diferencia de potencial es de 

1[V], de modo que: 

1 [F] = 1 [C/V] 

 

debido a que las dimensiones geométricas de un condensador para que su capacitancia sea de 

un farad, son demasiado grandes, es conveniente usar submúltiplos del farad, tales como: 

 

1 [microfarad]  =  ][10][1 6 FF −=μ

              1 [PicoFarad] =  ][10][1][1 12 FFPF −== μμ

 

ya que la carga de un condensador dado, está en función únicamente del voltaje que se le 

aplica, tiene que haber un límite máximo en el voltaje, ya que de no ser así, se generaría tanta 

carga en los conductores que se produce un chispazo entre ellos, que comúnmente se conoce 

por cortocircuito. Los condensadores nos pueden generar campos eléctricos uniformes, que se 

utilizan para acelerar o desviar partículas cargadas, también  dado que se pueden obtener 

campos eléctricos al cargar un condensador, entonces este último nos puede servir para 

almacenar  energía eléctrica. 

 

5.2.  Condensador de placas paralelas 

 

Uno de los condensadores que dado lo simple de su geometría, es muy fácil analizar, es el 

condensador de placas paralelas que se muestra en la Fig.. Este consiste en un par de placas 

paralelas de área “A” y separadas una distancia “d”; para despreciar las deformaciones de las 

líneas de campo eléctrico en los bordes de las placas consideramos que “d” es muy pequeña 

comparada con las dimensiones de “A”, obteniendo un campo uniforme entre las placas. Al 

aplicar una diferencia de potencial a las placas, aparecerá una carga + q en un placa y una 

carga - q en la otra. Como existe una atracción entre las cargas, éstas aparecen en la cara 

interior de las placas obteniéndose entonces, un campo uniforme entre ellas. 
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Para calcular la capacidad del condensador de placas paralelas se aplica la Ley de Gauss, para 

obtener el campo eléctrico entre las placas se utiliza una superficie gaussiana de forma 

cilíndrica, una de las tapas del cilindro quedaría dentro de la placa y la otra entre las placas 

como se muestra en la figura anterior, donde vemos que el flujo eléctrico en la tapa superior 

del cilindro como en su superficie lateral es cero, en la primera porque dentro de la placa 

conductora no existe campo y en la superficie lateral porque el sdr  hace un ángulo de 90° con 

el campo eléctrico entre las placas; en la tapa inferior del cilindro que está entre las placas el 

flujo no es cero, ya que el campo es paralelo a la dirección del vector área, esto es: 

 

∫∫ =⋅=Φ AEsdEE
rr

 

y: 

0/εqsdE =⋅∫∫
rr

 

entonces:   

AEq 0ε=                                                           (5.2) 

 

como la capacitancia está definida en términos de carga y potencial, debemos expresar el 

campo eléctrico en función del potencial. Esto se puede hacer considerando que el trabajo 

necesario para llevar una carga prueba de la placa negativa a la placa positiva es: 

 

VqW 0=  

o a partir del producto de la fuerza  que hay que ejercer sobre la del carga prueba, por la 

distancia d, es decir: 

Eq0

dEqW )( 0=  
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igualando ambas expresiones y despejando V  se tiene: 

  

dEV =                                                              (5.3) 

 

Sustituyendo las ecuaciones (5.2) y (5.3) en la Ec. (5.1) se obtiene que: 

 

d
A

dE
AE

V
qC 00 εε

===                                                  (5.4) 

 

donde C es la capacidad del condensador de placas paralelas; y se puede observar que la 

capacidad depende únicamente de la geometría del condensador, esto es, si se mantiene 

constante el potencial entre las placas y se aumenta el área A, se incrementa la carga y por 

consiguiente la capacidad. Si mantenemos constante la carga y se incrementa la distancia d 

entre las placas, la diferencia de potencial aumenta y por consiguiente disminuye la capacidad.  

 

 

5.3.  Dieléctricos en condensadores 

 

En la práctica la mayoría de los condensadores tienen material dieléctrico con el fin de que su 

capacidad de almacenamiento de carga aumente y por consiguiente la capacitancia del 

condensador. 

 

Uno de los experimentos realizados por Faraday con condensadores consiste este aplica la 

misma diferencia de potencial a dos condensadores de placas paralelas de iguales dimensiones, 

geométricos uno al vacío y otro con un dieléctrico (plástico, porcelana, papel, etc.) que llene 

completamente la región entre las placas, y encontró que el condensador con dieléctrico 

almacena más carga que el condensador al vacío; si se realiza un experimento similar, pero en 

vez de aplicar el mismo potencial, proporcionando  cargas iguales a cada condensador por 

separado y se les conecta a voltímetros de alta precisión tal como como se muestra en la Fig., 

se puede ver que el voltímetro conectado al condensado al vacío marca un voltaje mayor V0 
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que el voltaje Vd del condensador con dieléctrico. A partir de la ecuación (5.1) si se considera 

que las cargas son iguales, se tiene la siguiente relación: 

 

dV
V

C
C 0

0

=  

 
 

Esta relación se define como la constante dieléctrica k, entonces: 

 

0C
Ck ≡                                                              (5.5) 

 

Esto permite concluir que la capacidad de un condensador de placas paralelas con un  

dieléctrico que lo llene completamente es: 

d
AkCkC 0

0
ε

==                                                     (5.6) 

la constante dieléctrica en el vacío es igual a la unidad. 

 

 

5.4.  Conexión de condensador en serie y en paralelo 

 

En el capítulo anterior se consideró  cómo simplificar arreglos de resistencias mediante 

combinaciones equivalentes en serie y en paralelo. En esta sección se estudiará cómo 

simplificar arreglos de condensadores mediante combinaciones en serie y paralelo para obtener 

capacidades equivalentes. 
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En la siguiente Fig. se tienen tres condensadores con capacitancias  y , en paralelo, 

conectados a una fuente fem con voltaje V

21,CC 3C

0. 

 
En la  figura anterior, se observa que la diferencia de potencial es la misma para cada uno de 

los condensadores y utilizando la ecuación (5.1) se tiene que la carga en cada uno de los 

condensadores es: 

011 VCq =         022 VCq =        033 VCq =  

 

Un condensador equivalente  es aquel que al mismo voltaje almacena igual cantidad de 

carga que la del arreglo al cual sustituye; la carga total o equivalente para una combinación de 

condensadores en paralelo es la suma de la carga de cada uno, esto es: 

eC

 

321 qqqqe ++=  

Según  la Ec. (5.1): 

0VCq ee =  

 

Sustituyendo el valor de la carga equivalente se tiene: 

 

0321 VCqqq e=++  

de la Ec. (5.1) vemos que: 

0030201 VCVCVCVC e=++  

 

Para un arreglo de N condensadores en paralelo siguiendo el mismo procedimiento se obtiene: 

∑
=

=
n

i
ie CC

1
                                                       (5.7) 
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Para un arreglo de condensadores en serie conectadas a una fuente fem con voltaje V0, como se 

muestra en la Fig.  podemos calcular la capacitancia equivalente utilizando la segunda Ley de 

Kirchhoff (teorema de la trayectoria) la suma de la caída de voltaje en cada uno de los 

condensadores es igual al voltaje de la fem, esto es: 

 

3210 VVVV ++=                                               (5.8) 

De la Ec. (5.1) se tiene que: 

1

1
1 C

qV =           
2

2
2 C

qV =          
3

3
3 C

qV =  

 

recurriendo al principio de la conservación de la carga se observa que en el circuito de la Fig. 

la carga de la placa negativa de C1, es de la misma magnitud que la carga de la placa positiva 

de C3, y por inducción eléctrica se concluye que la carga en cada condensador es la misma; así 

como la carga del condensador equivalente, esto es: 

 
Condensadores en serie. 

 

y combinando las Ecs. (5.1) y (5.8) se tiene que: 

 

3

3

2

2

1

1

C
q

C
q

C
q

C
q

e

e ++=  

 

y como todas las cargas son iguales, entonces: 

 

321

1111
CCCCe

++=  
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Para un arreglo de N condensadores en serie siguiendo el mismo método se obtiene: 

 

∑
=

=
n

i ie CC 1

11                                                          (5.9) 

 

La capacitancia equivalente de un arreglo en serie será menor que cualquiera de las 

capacitancias que forman el arreglo, así como en un arreglo de capacitancias en paralelo la 

capacitancia equivalente, siempre será mayor que cualquiera de las capacitancias del arreglo. 

 

5.5.  Energía almacenada por un condensador 

 

En la sección 5.1 al conectar los conductores a la fuente fem, ésta realiza un trabajo al llevar 

carga de un conductor a otro; sí se desea llevar un diferencial de carga dq de un conductor a 

otro, entonces la fuente tiene que realizar un diferencial de trabajo , es decir: dW

dqVdW =  

de la Ec. (5.1) se tiene: 

dq
C
qdW =  

 

la cantidad de trabajo que tiene que realizar la fuente para llevar una carga total q y la carga 

inicial de los conductores es cero, entonces: 

C
qdq

C
qdWW

q

2

2

0

=== ∫ ∫                                        (5.10) 

 

esta ecuación también se puede escribir en función de la diferencia de potencial entre los 

conductores a partir de la Ec. 5.1, esto es: 
2

2
1 VCW =                                                     (5.11) 
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al realizar la fuente el trabajo de llevar carga de un conductor a otro se establece un campo 

eléctrico entre éstos y por consiguiente se almacena energía potencial eléctrica que es 

equivalente al trabajo realizado por la fuente. 

2
2
1

2

2
1 VC

C
qUW EE ==≡                                              (5.12) 

 

Lo más razonable es que esta energía esté almacenada en el campo eléctrico y por consiguiente 

es necesario introducir el concepto de densidad de energía del campo eléctrico y para obtenerla 

en forma sencilla se considera un condensador de placas paralelas despreciando las 

distorsiones del campo-en los bordes de las placas, es decir, que el campo eléctrico es 

uniforme y constante entre las placas. La densidad de energía se define como la energía 

potencial eléctrica entre el volumen, esto es: 

 

dA
VC

dA
Wu E

E

2
2
1

==  

 

donde ( ) es el volumen entre las placas del condensador y sustituyendo la capacitancia del 

condensador de placas paralelas: 

dA 

d
AC 0ε=  

en la expresión anterior se tiene: 
2

02
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

d
VuE ε  

 

donde V/d es la intensidad del campo eléctrico de la Ec. (3.2), de tal forma que la densidad de 

energía eléctrica  se expresa como: Eu
2

02
1 EuE ε=                                                      (5.13) 

 

aunque esta expresión se derivó para un condensador de placas paralelas, es una ecuación 

general que se aplica en cualquier caso; es decir que en cualquier región del espacio en el 
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vacío, hay una cantidad de energía almacenada por unidad de volumen cuando existe un 

campo eléctrico E en esa región. 

 

Para regiones con dieléctricos la densidad de energía eléctrica se expresa por: 

 
2

02
1 EKuE ε=                                                     (5.14) 

A partir de la Ec. (5.6). 

 

 Comentario: 

 

En general la densidad de energía eléctrica se define como 

υd
dWu E

E =  

De donde se desprende que  la energía eléctrica  (energía eléctrica  por unida de 

volumen 

Eu EW

υ  ) queda determinada a través de la siguiente ecuación 

 

∫∫∫= υduW EE  

 

Si ocurre que  es constante, entonces se obtiene  Eu υEE uW =  

 

5.6.  Circuitos RC 

 

Hasta ahora hemos estudiado circuitos con corrientes estables, es decir, corrientes que no 

cambian con el tiempo, en esta sección vamos a estudiar circuitos simples que tengan 

resistencias y condensadores para obtener corrientes variables en el tiempo. En la Fig. un 

condensador y una resistencia están conectados en serie a una fuente fem ε . Si inicialmente el 

interruptor está abierto la carga en el condensador es cero, es decir, que no existe ningún 

voltaje en el condensador. 
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Al pasar el interruptor al punto a, fluye una carga en el sentido de las manecillas del reloj, de 

tal forma que el condensador se empieza a cargar produciéndose una diferencia de potencial en 

el condensador que tiende a ser de igual magnitud al de la fuente a medida que el tiempo 

transcurre y el flujo de carga tiende a cero. Usando el teorema de la trayectoria podemos 

obtener una expresión de cómo varía la diferencia de potencial del condensador en función del 

tiempo, siguiendo una trayectoria en la dirección de las manecillas del reloj tenemos que: 

 

0=−− cVIRε                               (5.15 a) 

 

donde el voltaje lo podemos expresar en función de la carga y la corriente de acuerdo a las 

ecuaciones (4.2) y (5.1) entonces, la Ec. (5.15 a), la podemos expresar como: 

 

0=−+ ε
c
q

dt
dqR                                                 (5.15 b) 

 

que es una ecuación diferencial de primer orden, la cual podemos resolver tomando como 

condiciones del circuito RC que para t = 0, q = 0 y para un tiempo t en el que el interruptor está 

en la posición "a", el condensador adquiere una carga q. Resolviendo la Ec. (5.15) b: 

 

dt
RC

qCdq −
=
ε  

de donde: 

dt
RCqC

dq 1
=

−ε
 

integrando: 
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∫∫ =
−

dt
RCqC

dqa 1

0 ε
 

se obtiene que: 

]
t

a t
RC

qCLn
0

0
1)( ⎥⎦

⎤−=−ε  

evaluando y despejando q se obtiene la expresión que nos da la carga almacenada en el 

condensador en un tiempo t, esto es: 

                                                          )1( RCtecq −−= ε                                                   (5.16) 

 

al analizar la ecuación (5.16) se ve que  para un tiempo t = 0, o sea antes de conectar el 

interruptor en el punto  de la figura anterior, la carga en el condensador es cero, si el 

interruptor permanece indefinidamente conectado, entonces 

a

∞→t   y la carga almacenada 

tiende a Cε ; en la Fig. siguiente (a), se puede  ver la variación de la carga con respecto al 

tiempo que es la representación gráfica de la Ec. anterior. Si deseamos obtener la razón de 

flujo de carga por unidad de tiempo o corriente que circula en el circuito, si se deriva (5.16) 

con respecto al tiempo  se obtiene: 

 

RCte
Rdt

dqI −==
ε                                                  (5.17) 
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Se observa en Ec. (5.17) que la máxima corriente se obtiene en el preciso momento en el cual 

el circuito RC  se conecta a la fuente fem o sea para t = 0, RI / ε= . 

 

Si el interruptor permanece por un largo tiempo en esa posición, es decir, que  entonces, 

 que lo podemos ver al graficar la ecuación (5.17), Fig.  b. 

∞→t

0→I

 

El producto RC que se encuentra en el exponente de las ecuaciones (5.16) y (5.17) tiene 

unidades de tiempo ya que el exponente no debe tener unidades, este producto RC se conoce 

como constante de tiempo capacitiva (comúnmente se representa por cτ ), y nos determina la 

razón con la cual el condensador se carga. 

 

Si el interruptor ha permanecido por un largo periodo de tiempo ( ct τ>> ) conectado en el 

punto a  y se cambia al punto b. entonces, tendríamos que en el circuito RC el condensador 

actúa como fuente corriente circula en la dirección opuesta a las manecillas de] reloj; cando el 

teorema de la trayectoria, tenemos que: 

 

0=+ IR
C
q  

 

con la Ec. 4.2 tenemos: 

RC
q

dt
dq

−=  

 

Integrando la Ec. 5.18 b y considerando que para t = 0 el condensador almacena una carga Cε  

y para un tiempo t la carga es q obtenemos que: 

 
RCteCq −= ε  

 

donde podemos ver que si el interruptor permanece indefinidamente conectado la carga en el 

condensador tiende a cero, así como también se comprueba que para un tiempo cero la carga 
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inicial en el condensador es Cε  (Fig.  a). Si se desea saber el voltaje de la fuente se divide la 

carga entre la capacitancia. 

 
 

La corriente en el circuito se puede obtener al derivar la Ec. 5.19 con respecto al tiempo esto 

es: 

RCte
Rdt

dqI −−==
ε  

 

de esta ecuación observamos que la máxima corriente la tenemos para t = 0 y es R/ε− ; para t 

>> RC la corriente tiende a cero como lo podemos apreciar en la gráfica de la Fig. b. 

 

 

Problemas resueltos 
 

Problema 5.1 

 

Calcule el radio de un cascarón esférico para que tenga la capacidad de 1 Farad. 

 

Solución:  
 

de la ecuación (5.1) se tiene: 
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VqC /=  

dado que  

∫
∞

⋅−=
r

rdEV rr
 

como el campo es 2
04

1
r
qE

πε
= , sustituyendo e integrando, se encuentra 

: 

r
qV

04 επ
=  

Luego:                                                 r
V
qC 04 επ== =1[F] 

 

y despejando: 

9

0

109
4

1
×==

επ
r  [m]. 

 

El resultado anterior muestra que el farad es una unidad extremadamente grande y por 

consiguiente en la práctica es necesario usar submúltiplos. 

 

Problema 5.2 

 

Determine la capacidad de un condensador de caras o placas paralelas. 

 

Solución: 

 

Según la definición de capacidad                  
V
qC =  

 

En esta caso         y EdV = A
qE
00 εε

σ
== , entonces  
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A
dqEdV

0ε
==  

 

Reemplazando del valor del potencial en la ecuación de la capacidad, se encuentra 

 

d
A

A
dq

q
V
qC 0

0

ε

ε

===  

Luego 

d
A

C 0ε=  

 

Problema 5.3 

 

Determine la capacidad de un condensador esférico. 

 

Solución: 

 

Un condensador esférico está formado por dos cascarones esféricos metálicos concéntricos de 

radios:   el interior y cargado con a q+ ,  y radio  el exterior cargado con . b q−

Utilizando la expresión 

V
qC =  

la diferencia de potencial entre los cascarones a partir de   

 

∫−=
a

b
ba EdrV  

 

Dado que es campo entre los cascarones esféricos es  2
04

1
r
qE

πε
= , se tiene   
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∫−=
a

b
ba r

drqV 2
04πε

 

 

Integrando, se encuentra: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ba
qVba

11
4 0επ

 

 

 

Sustituyendo en la ecuación para la capacidad, se obtiene  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==

ba
q

q
V
qC
ba 11

4 0επ

 

luego 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

ab
abC 04 επ  

 

Problema 5.4 

 

Un condensador cilíndrico consiste en dos cascarones cilíndricos coaxiales de radios a y b 

respectivamente y longitud l (Fig.), calcular su capacitancia despreciando las irregularidades 

en los extremos. 
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Solución: 

 

De   (5.1):                                            VqC /=  

de  (3.3) para el potencial tenemos que: 

∫ ⋅−=
b

a

ldEV
rr

 

 

donde E entre los cascarones se puede obtener mediante la Ley de Gauss; esto es: 

 

0ε
qsdE =⋅∫∫

rr
 

entonces: 

0/)2( επ qlrE =  

y 

lr
qE

02 επ
=  

Sustituyendo en la Ec. (3.3) para obtener el potencial: 

 

lr
drqrdEldEV

b

a

b

a

b

a ∫ ∫∫ =⋅+=⋅−=
02 επ

rrrr
 

 

integrando y evaluando: 

]
a
bLn

l
qrLn

l
qV b

a
00 22 επεπ

==  

 

Sustituyendo en la Ec. (5.1) para obtener la capacitancia: 

 

abLn
l

V
qC 02 επ
==  
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Problema 5.5 

 

Calcular la capacitancia equivalente del arreglo de condensadores de la Fig. a, donde  

y FC μ11 = , FC μ42 = , FC μ13 = , FC μ34 = , FC μ15 = y FC μ2/36 = . 

 
Solución: 

 

De la parte a) de la figura vemos que los condensadores encerrados en el lazo están en 

paralelo, entonces de la Ec. (5.7), la capacitancia equivalente de estos es: 

 

FFFCCCe μμμ 413541 =+=+=  

 

A su vez ésta está en serie con la capacitancia de Fμ4  como se muestra en la parte b); 

entonces aplicamos la Ec. (5.9) y obtenemos que: 
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.2
2

1
4

2
4

1
4

1111
2

212

FC
FFFFCCC e

ee

μ
μμμμ

=⇒==+=+=  

 

En la parte c) vemos que Ce2, está en paralelo con C3, encerramos ambos en el lazo, entonces: 

FCCC ee μ3323 =+=  

 

Por último, en la parte d) vemos que los tres condensadores están en serie, entonces: 

 

FFCCCC ee μμ 1
2

3
61111

613

==++=  

 

de dónde: 

].[2
1 FCe μ=  

 

Problema 5.6 

 

En un condensador de placas paralelas se colocan 3 materiales dieléctricos distintos como 

se muestra en la Fig. a. Calcule la capacitancia de este condensador. 

 

Solución: 
 

Un arreglo lógico equivalente de este condensador es el mostrado en la parte b de la figura; de 

la Ec. (5.6) tenemos que 

 

d
Ak

C 01
1

ε
=       

d
Ak

C 02
2

ε
=      

d
Ak

d
Ak

C 0303
3

2
)2/(

εε
==  

 

como C1 y C2 están en paralelo la combinación de éstos es su suma; entonces: 

 

)( 21
0

21)2,1( kk
d
A

CCCe +=+=
ε
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y éste a su vez está en serie con C3, entonces Ce, la capacitancia equivalente, está dada por: 

 

Ak
d

kkA
d

CCC ee 032103)2,1( 2)(
111

εε
+

+
=+=  

de donde resulta: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
+

=
321

2130

2
)(2

kkk
kkk

d
A

Ce
ε

 

 

Problema 5.7 

 

Un condensador de caras paralelas tiene una separación d  y una sección de área  . Un trozo 

metálico descargado de espesor se introduce en la parte media entre las placas. Determine la 

capacidad del sistema  

A

a
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Solución: 

 

El sistema de la figura anterior es equivalente a dos condensadores conectados en serie, cada 

uno con separación de  2/).( ad −

 

C1

C2

2/)( ad −

2/)( ad −

 

 

 

 

 

 

 

Dado que los condensadores están en serie, se tiene que la capacidad equivalente es:  

 

21

111
CCCE

+=  

 

Utilizando el resultado del problema 5.2. se tiene:  

 

2/)(
0

1 ad
A

C
−

=
ε

 y   
2/)(

0
2 ad

A
C

−
=

ε
    21 CC =⇒

 

Entonces   

⇒=+=
111

2111
CCCCE

  

 

)(
2/ 0

1 ad
A

CCE −
≡=

ε
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Problema 5.8 

 

Considere un condensador de placas paralelas con  una separación , que tiene una capacidad d

dAC /00 ε=  cuando se encuentra sin dieléctrico. Determine la capacidad cuando se introduce 

un material dieléctrico de constante dieléctrica K  y espesor  entre las placas. 3/d

 

 

+ + + + + + + + + +

- - - - - - - - - -

              K  
d

3/d

3/2d

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

El sistema de la figura anterior es equivalente a dos condensadores conectados en serie,  uno al 

vació , con una separación de , y el otro (el inferior)  con dieléctrico, y con una 

separación de  

1C 3/2d 2C

3/d

 Dado que los condensadores están en serie, se tiene que la capacidad equivalente es:  

 

21

111
CCCE

+=  

 

Utilizando el resultado del problema 5.2. se tiene:  

 

3/2
0

1 d
A

C
ε

=         y       
3/

0
2 d

A
KC
ε

=     

 

Entonces   
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AK
d

A
d

d
A

K
d

ACE 0000 33
2

3/

1

3/2

11
εεεε

+=+=   

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
A

d
K

K
CE 0

21
3
11

ε
 

 

Luego 

0
0

21
3

21
3 C

K
K

d
A

K
KCE ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

≡⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
ε

 

 

 

Problema 5.9 

 

La diferencia de potencial entre dos cascarones esféricos metálicos concéntricos de radios   a 

= 1 [m] y b = 2 [m] es de 9000 [V]. Calcule la energía electrostática almacenada en el espacio 

que existe entre los cascarones. 

 

Solución: 

 

Sabiendo que  la diferencia de potencial entre las esferas (ver problema 5.3) es: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ba
qV 11

4 0επ
 

despejando q: 

V
ab
abq
)(

)(4 0

−
=

επ  

sustituyendo valores se tiene:  
6102 −×=q  [C] 

 

de la Ley de Gauss: 
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0ε
qsdE =⋅∫∫

rr
 

se obtiene que  el campo entre las dos esferas: 

2
04 r

qE
επ

=  

de la Ec. (5.13), la densidad de energía es: 

4
0

2

2

32 r
quE επ

=  

 

La energía total  se obtiene integrando el producto de la densidad de energía por el 

diferencial de volumen esférico entre las esferas, esto es: 

EW

 

∫∫∫= υduW EE  

 

donde                                               φθθυ ddsendrrd 2=

 

En  este caso, dado que   sólo depende de Eu r , se tiene que:  

 

drrd 24πυ =  

luego 

drr
r

qduW
b

aEE ∫∫∫∫ == 2
4

0
2

2

4
32

π
επ

υ  

integrando y evaluando 

dr
r

qW
b

aE ∫= 2
0

2

8 επ
 

 

sustituyendo valores: 
3109 −×=EW   [J]. 
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CAPÍTULO VI 

 

CAMPO MAGNÉTICO Y FUERZA MAGNETICA 

 
Campo magnético 
 
La región en el espacio donde un imán experimenta una atracción o repulsión se conoce como 

campo magnético. El vector campo magnético se conoce también por Inducción Magnética B
r

. 

 

6.1.  Líneas de inducción y Flujo magnético 
 

Así como el campo eléctrico se representa  gráficamente por medio de las líneas de fuerza, el 

campo magnético se va a representar por las líneas de inducción que son muy útiles en el 

análisis cualitativo y en algunos casos ayudan a resolver problemas analíticamente. 

 
De la figura siguiente, se observan las siguientes relaciones entre las líneas de inducción y el 

campo magnético. 

 
1. La tangente a la línea de inducción en cualquier punto es paralela al campo magnético en 

ese punto. 

 
2. El número de líneas de inducción por unidad de área de sección transversal en una región 

del espacio está en relación directa a la magnitud del campo magnético. Por consiguiente 

donde las líneas están muy cercanas entre sí, el campo es más intenso que donde están 

separadas. 

 
 

3. La dirección de las líneas de inducciones es del Polo Norte al Polo Sur.  
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4. Las líneas de inducción nunca se cruzan. 

Cuando se trabaja con problemas de campos magnéticos en un plano se adopta la convención 

de representar el campo magnético entrando en un plano por una cruz ( )×  y saliendo del plano 

por un punto . ( )•
 
El flujo magnético se define en forma similar al flujo eléctrico, como una integral de 

superficie sobre la componente normal del campo magnético B
r

, un diferencial de flujo 

magnético está dado por: 

dsBd nM =Φ  
 
donde BBn es la componente normal del campo magnético y ds el diferencial de área, es decir, 

el flujo magnético para una superficie determinada (abierta o cerrada) es la integración del 

producto punto del vector campo magnético y el vector diferencial de área. Esto es: 

 

∫∫ ⋅=Φ sdBB
rr

                                                          (6.1) 

 
Como se verá en los capítulos siguientes,  tanto el flujo magnético como el flujo eléctrico, son 

conceptos básicos para realizar el estudio del Electromagnetismo.  

 
6.3. Fuerza magnética sobre una partícula cargada en movimiento.  

(Definición de campo magnético). 
 

Un campo magnético se puede estudiar experimentalmente observando los efectos que 

produce sobre cargas en movimiento. En la siguiente figura se observa  que la fuerza con que 

es desviado el flujo de electrones depende de la intensidad del campo magnético B, la 

velocidad de los electrones y del seno del ángulo entre el vector campo magnético y el vector 

velocidad. 
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La relación entre el campo magnético, el vector velocidad de la partícula cargada y su carga se 

puede expresar con la siguiente ecuación: 
 

                                                              )( BqF
rrr

×= υ                                                            (6.2) 
 

De la ecuación anterior  se puede definir el  campo magnético B, y encontrar que: 
 

θυ senq
FB =                                                           (6.3) 

 
Las unidad del campo magnético en el sistema MKS es el Tesla [T],  que también se conoce 

como Weber/m2,  que según la ecuación anterior corresponde a: 

 

][111 2 T
mA

N
m

Weber
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≡⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

 
. 

 
La unidad que se usó inicialmente para el campo magnético fue el Gauss (sistema cgs.) y la 

relación entre Tesla y el Gauss es: 

Gauss.10Tesla1 4=  
 
 

6.3.  Fuerza sobre un conductor con corriente 
 

En la sección 6.3 encontrarnos la fuerza que ejerce un campo magnético sobre una partícula 

cargada en movimiento (Ec. 6.2). La corriente eléctrica es un conjunto de cargas en 

movimiento con una misma dirección en un conductor, es decir que si ponemos un conductor 

con corriente en un campo magnético éste sufre una fuerza ya que los electrones no pueden 

salirse del conductor. 
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De la Ec. (6.2) tenemos la fuerza que se ejerce para un portador de carga, para N portadores de 

carga en el conductor obtenemos que la fuerza es: 

 
BqNF
rrr

×= υ                                                          (6.4) 
 
para facilitar el análisis se supone que el campo magnético es perpendicular a la velocidad de 

los portadores de carga, entonces: 

BqNF υ=                                                             (6.5) 
 
de la Ec. (4.3) se tiene que la relación entre la corriente ( iI = ) y el número de portadores de 

carga por unidad de volumen que es igual a: 

Aqni υ=        

que se puede escribir como: 

υqA
AL
Ni ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

o bien: 
υqNLi =  

 

sustituyendo en la Ec. (6.11) se obtiene que: 

BLiF =                                                          (6.6) 

En forma vectorial se representa por: 
BLiF
rrr

×=                                                         (6.7) 
  
donde L nos indica la dirección de la corriente y es la longitud de alambre que está dentro del 

campo magnético. 

 
Una forma más general de expresar la Ec. (6.13) es en forma diferencial que es muy útil para 

los casos de los cuales el alambre no es recto o que el campo magnético es variable, esto es: 
 

BldIFd
rrr

×=                                                       (6.8) 
 
y de aquí se puede calcular la fuerza total integrando sobre la longitud de alambre que está 

dentro del campo magnético. 

 
Comentario:     
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Supongamos que se desea calcular la fuerza magnética sobre el conductor de la figura entre 
los puntos a  y .  Si ocurre que el campo magnéticob B

r
 y la corriente I , son  constantes, 

entonces se puede escribir 
                         

                                                                       (6.9) BlIBldIBldIF ab

b

a

b

a
ab

rrrrrrr
×=×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡×= ∫∫ )(

 

I

a

b

B
r

×
abl
r

 
 
Cabe destacar que el método propuesto anteriormente, es de gran utilidad para determinar la 
fuerza magnética  sobre segmentos curvos de los conductores  con corriente. 
 
 
 
6.7.  Movimiento de partículas cargadas en un campo magnético.  
 
Suponiendo que el campo magnético es uniforme y la velocidad es perpendicular al campo, la 

partícula experimenta una fuerza BqF υ=  que cambia la dirección de la velocidad pero no 

varía su magnitud, y este describe un movimiento circular en un plano, como se muestra en la 

figura siguiente, para que la partícula describa la trayectoria circular es necesario que la fuerza 

sea centrípeta, de acuerdo a la segunda ley de Newton se tiene  que: 

r
mF

2υ
=                                                          (6.10) 
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que es igual a la fuerza que obtiene en la Ec. (6.2) y sustituyendo en la Ec. (6.10), se tiene que: 

r
mBq

2υυ =  

o bien: 

Bq
mr υ

=                                                             (6.11) 

 
donde r es el radio de la trayectoria circular que describe la partícula. De la relación rωυ =  

sustituyéndola en la Ec. (6.11) encontramos la velocidad angular ω , esto es: 

 

m
Bq

=ω                                                             6.12) 

 
en la anterior observamos que la velocidad angular depende de la relación q/m que son 

características propias de la partícula y de la intensidad del campo magnético. 

 

En la siguiente figura se esquematizan los componentes principales del ciclotrón, que es una 

cavidad cilíndrica dividida en dos mitades que reciben el nombre de “De”, cada una por su 

forma. Las Des se colocan en un campo magnético uniforme paralelo a su eje, y ambas están 

aisladas eléctricamente entre sí y conectadas a una fuente de voltaje oscilante. 
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Fig (*) Componentes principales del ciclotrón. 

 
 
 

Problemas resueltos 
 
Problema 6.1 
 
En un campo magnético uniforme, jiB ˆ4ˆ2 +=

r
 [T], es disparado un electrón con una 

velocidad k̂102 8×=υ
r

 [m/s]. Calcule la fuerza en magnitud y dirección que experimenta el 

electrón.  [C]. 19106.1 −×=e

 
Solución: 
 
De la ecuación 6.2 tenemos que: 

BqFM

rrr
×= υ  

 
Sustituyendo datos: 
 
                                                       )106.1)(10)(ˆ4ˆ2()ˆ2( 198 −×+×−= jikFM

v
 

Obteniendo: 
)ˆ4ˆ8(106.1 11 jiFM +−×−= −

r
 

 
La magnitud de MF

r
 es: 

111024.14 −×=mF
r

 

 
Y en notación vectorial: 
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jiFM
ˆ104.6ˆ108.12 1111 −− ×−×=

r
 [N]. 

 
 

Problema 6.2 

 

Para el caso de una partícula cargada que se mueve en un campo magnético uniforme 

constante, aplicado en la dirección del eje z. Determine: 
   
a) Cada una de las componentes de la velocidad xυ , yυ  y zυ . 

b) Las posiciones,  y . )(ty )(tz

c) La ecuación de la trayectoria. 

 

Solución: 
 
a) De la segunda ley de Newton y de la fuerza magnética que actúa sobre una partícula 

cargada, se puede escribir 

Bq
dt
dm

rr
r

×= υυ  

En componentes 

z

zyx
zyx

B

kji
q

dt
d

dt
d

dt
d

m

000

ˆˆˆ

,, υυυ
υυυ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

De donde se tiene que 
 

                y
x

dt
d

υω
υ

=               (componente x)           (*) 
 

 con                                                               
m

qB z0=ω  
 

                   y
y

dt
d

υω
υ

−=             (componente y)            (**) 

 

0=
dt

d zυ                     (componente z) 
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Multiplicando por i  la componente y (**), luego sumando la componente x (*) se tiene 

 

( ) )( yxyx iii
dt
d υυωυυ +−=+  

 
de donde se encuentra 
 

ti
yx aei ωυυ −=+ )(  

 

Eligiendo adecuadamente la constante  se obtiene αυ i
xyea −= 0

 
)(

0)( αωυυυ +−=+ ti
xyyx ei  

   
separando partes real e imaginaria se encuentra 
 

)sen(

)cos(

0

0

αωυυ

αωυυ

+−=

+=

t

t

xyy

xyx

 

 
De donde se encuentra el valor de la constante 22

0 yxxy υυυ += , que corresponde al valor de 

la velocidad (módulo) de la partícula en el plano XY. 

La componente z de la velocidad se obtiene de 0=
dt

d zυ , de donde se encuentra que 

Ctezz == 0υυ  

Por otro lado, integrando las ecuaciones que corresponde a las componentes de la velocidad se 

obtiene. 

tztz

RtRyty

tRxtx

z

xy

00

00

0

)(

/;)cos()(

)sen()(

υ

ωυαω

αω

+=

=++=

++=
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c) Las ecuaciones anteriores muestran que la partícula cargada se mueve a lo largo de una 

hélice, cuyo eje está dirigido en el sentido del campo magnético, con un radio dado por 

ωυ /0xyR = . 

 
Si 00 =zυ , entonces el movimiento de la partícula es en el plano XY (perpendicular al campo 

magnético), y describe una órbita circular.  

 

 
Problema 6.3 
 
Un estrecho haz de protones de diferentes velocidades penetra en un campo magnético 

uniforme, de módulo B, que es perpendicular al plano del haz. ¿Qué velocidades deben tener 

los protones para que produzcan impacto en la lámina de longitud d, colocada a una distancia 

R de la entrada del haz, como se indica en la figura? Aplicación numérica: 

B = 0,1 [T],  R  = 10 [cm],  d = 2 [cm],   e/mp =  [C/k]. 71058,9 ⋅
 

 
Solución 
 
Al entrar los protones en el campo magnético experimentan una fuerza  que es, en 

cada instante, perpendicular a 

BqF
rrr

×= υ

υ
r  y a B

r
, por lo que los protones describen arcos de 

circunferencia de radio r, de modo que se verifica 

r
mBq

2υυ =  

luego 

m
qBr

=υ  

 
Para que se produzca el impacto en el punto 1 la velocidad de los protones deberá ser 
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21
R

m
qB

=υ  

 
y para que se produzca el impacto en el punto 2, la velocidad de los protones deberá ser 
 

2
)(

2
dR

m
qB +

=υ  

Aplicación numérica 
 

m/s][1097,4m][10T][0,1[C/k]10
2
58,9 51-7

1 ⋅=⋅⋅=υ  

m/s][1075,5m][102,1T][0,1 [C/k]10
2
58,9 51-7

2 ⋅=⋅=υ  

 
Los protones con velocidades comprendidas entre 1υ  y 2υ  producirán impactos en la lámina. 

 

Problema 6.4 
 
Se coloca un tubo de rayos catódicos entre las piezas de un electroimán, de modo que el 

campo magnético B, que es uniforme a lo largo de una longitud b del haz y nulo fuera de esta 

longitud, sea perpendicular al haz catódico. Si c es la distancia entre el borde del campo 

magnético y la pantalla fluorescente del tubo,  la diferencia de potencial aceleradora de los 

electrones y e/m la carga específica del electrón: 

0V

 
a) Calcule la desviación δ del impacto de los electrones en la pantalla. 
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b) Simplifique la expresión obtenida en el caso en que b sea mucho menor que el radio de la 

trayectoria circular de los electrones en el campo magnético. 

 
Solución 
 
b) Los electrones acelerados por el potencial  adquieren una energía cinética 0V

 

0
2

2
1 Vem =υ  

 
Al entrar en el campo magnético con la velocidad v experimentan una fuerza perpendicular a v 

y a B; esta fuerza da lugar a una trayectoria circular de radio R de los electrones  mientras 

están dentro del campo B 
 

R
mBe

2υυ =               2
0

)/(
2

Bme
V

eB
mR ==
υ     (1) 

 
De la geometría del problema se tiene 
 

αδ tan)( ABc +=  
 

22

22

/

)cos1(

bRb

bRR
tg

RAB
−

−−
=

−
=

α
α  

 

=
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−−
+=

22

22
22

bR

bbR
b

bRRcδ  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

−
= 22

22
bRR

bR

cb  

 
Sustituyendo R por su valor (1) 
 

2
2

00

2
2

0 )/(
2

)/(
21

)/(
2

b
Bme

V
me

V
B

b
Bme

V
cb

−−+

−

=δ  

 
c) Si  Rb <<
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02
/
V
meBcbRR

R
cb

=−+=δ  

 
 

 
Problema 6.5 
 
Un alambre de la forma que se muestra en la Fig. 6.8 lleva una corriente de 2 [A]. Calcule la 

fuerza magnética resultante que obra sobre el alambre si el campo magnético B es de 100 [T] y 

a = 0.1 [m]. 

 
 
Solución: 
 
La fuerza magnética sobre un conductor con iI = , está dada por  
 
                                                  BldiFd

rrr
×=  

 
En la figura anterior vemos que la fuerza de la parte superior del alambre es igual a la fuerza 

que actúa en la parte inferior. El cálculo de la fuerza en la parte semicircular se obtiene de la 

integral sobre dF sen θ ya que las componentes de dF cos θ es anulada por la parte simétrica 

en el semicírculo del alambre, la fuerza resultante se obtiene integrando: 
 

∫∫ °== θθ sensendlBisendFF )90(  
 
ya que Bld

rr
⊥ ,  como θdadl =  entonces: 

θθ
π

dsenaBiF ∫= 0
 

Integrando: 
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[ ]πθ 0cosaBiF −=  

Obteniendo la fuerza resultante: 
BaiF 2=  

 
en la dirección que se muestra en la Fig.  
 
Sustituyendo datos obtenemos su magnitud ][40 NF =  
 

Problema 6.6 

 

Resuelva el problema anterior, utilizando directamente la expresión  

 

BldIBldIF
b

a

b

a
ab

rrrrr
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡×= ∫∫  

Solución 

Dado que el campo magnético B
r

 y la corriente I  son  constantes, entonces se puede escribir 

BlIBldIBldIF ab

b

a

b

a
ab

rrrrrrr
×=×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡×= ∫∫ )(  

 

Para el segmento semicircular  )ˆ(2. jall semicirab −==
rr

,    )ˆ( kBB −=
r

 

 

iIaBkjaBIFsemicirc
ˆ2)ˆ()ˆ(2 =−×−=

r
 

 

Para el segmento superior e inferior se tiene que: 

 

)ˆ(;ˆ
infinfsupsup illill −==

rr
 

 

luego la  fuerza sobre estos segmentos es 

                       

                )ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()()( infsupinfsupinfsup kiBlIkiBlIBlIBlIFF −×−+−×=×+×=+
rrrrrr
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                  jllIBjBlIjBlIFF ˆ)()ˆ(ˆ

infsupinfsupinfsup −=−+=+
rr

 

 

Si ocurre que  . Entonces infsup ll = 0infsup =+ FF
rr

 

 

Problema 6.7 

 
 Un alambre de la forma que se muestra en la siguiente figura; pasa una corriente por el de 

12 [A], calcule la fuerza magnética que experimenta el alambre al colocarlo en un campo 

magnético de 20 [T]. Considere el radio a = 0.2 [m] 

 
Solución 

Dado que el campo magnético y la corriente, son  constantes, entonces se puede escribir 

BlIBldIBldIF ab

b

a

b

a
ab

rrrrrrr
×=×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡×= ∫∫ )(  

Del problema anterior, se observa que la fuerza sobre los segmentos  horizontales se anula. 

Luego, para el segmento curvo, de la fig. se tuene que    )ˆ)(8/(2. jasenll semicirab −== π
rr

,    

)ˆ( kBB −=
r

 

                            iNkjIaBsenFsemicirc
ˆ][74.36)ˆ()ˆ)(8/(2 =−×−= π

r
 

 
 
Problema 6. 8 
Determine la fuerza magnética sobre un espira circular de la figura .  
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B
r

×
I

 
Solución: 

Dado que el campo magnético y la corriente, son  constantes, entonces: 

 

                        BlIBldIBldIF ab

b

a

b

a
ab

rrrrrrr
×=×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡×= ∫∫ )(  

 

Por tratarse de de un conductor cerrado, se tiene que:     0=≡ aaab ll
rr

Entonces 

  

0=F
r

 
Problema 6.9 
 
Se desea diseñar un ciclotrón como el que se muestra en la Fig.(*) con un radio de la “De” de 

1 metro y que el valor del campo magnético sea de 0.65 tesla, a) ¿Cuál es el valor de la 

frecuencia de oscilación?, b) ¿Cuál es la energía del protón al salir del ciclotrón? 

 
Solución: 
 

a) De la Ec. (6.12) obtenemos la frecuencia ν  del protón que es la misma frecuencia  0ν  de 

la fuente de voltaje oscilante, que es el principio de operación del ciclotrón. 
 

m
Bq
ππ

ων
22

==  

sustituyendo valores: 

][101
])[1067.1)(14.3)(2(
])[65.0(])[106.1( 7

27

19

Hz
k
TC

×=
×

×
= −

−

ν  
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b) De la Ec. (6.11) se tiene que la velocidad depende del radio de la partícula que en este caso 

es el radio de las “Des”, despejando la velocidad y sustituyendo en la ecuación de la 

energía cinética tenemos: 
2

2
12

2
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

m
qBRmmK υ  

sustituyendo valores: 

].[101.3
)1067.1(2

)1()65.0()106.1( 12
27

22219

J
Kg

mteslacoulK −
−

−

×=
×

×
=  

Convirtiendo a MeV: 

].[4.19
106.1
1101.3 13

12 eVMK =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
×= −

−  

 
 

Problema 6.10 
 
Un alambre que tiene una densidad lineal de masa  

B
r

×de =λ 0.06[km/m], está suspendido por un par de 
puntas flexibles, dentro de un campo magnético  
de 440[mT]. Determine la magnitud y dirección  
de la corriente en el alambre para que la tensión  
en las puntas sea cero 
 
 
 
Solución: 
 
De diagrama del cuerpo libre se tiene que  

mg

ILBFm = 
                mgILBFm ==
Luego 

             
B

gLm
LB
mgI )/(

==  

 
Reemplazando los valores se encuentra  ][34.1 AI =  
 
Dado que  y como BLIFm

rrr
×= )ˆ( kBB −=

r
 y jFF mm

ˆ=
r

, entonces se debe cumplir que  
 
 
                                   jFkBuIL m

ˆ)ˆ(ˆ =−× iu ˆˆ =⇒
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Dado que el sentido de la corriente es la del  vector  uLL ˆ=

r
, se tiene que la dirección de la 

corriente es a lo largo del eje x 
 
 
Problema 6.11 
 
Un alambre cuya masa es m, está suspendido  B

r
×mediante unos alambres flexibles en un campo 

magnético B que apunta hacia fuera del plano  
del papel. Determine: ¿Cuál es la magnitud y  
dirección de la corriente necesaria para eliminar  
la tensión de los alambres flexibles. 
 a
 
 
 
Solución: 
 
La fuerza magnética sobre  el alambre semicircular, está  
dada por   
 

BldIFd
rrr

×=  
 
Dado que el campo es constante y perpendicular con  ld

r
, se tiene que:  

 

jBaIBldIF
a

ˆ)2()(
2

0

=×= ∫
rrr

 

Entonces el módulo de la fuerza magnética es                             
 

BaIF )2(=  
 
Notamos que el alambre semicircular (dentro del campo magnético) se comporta como un 
alambre recto de longitud , tal como se muestra en la siguiente figura. a2
 
Del diagrama del cuerpo libre se tiene que  
 

mgBaI =)2(  

mg

BaIF )2(=

Luego 

aB
mgI
2

=  

 
 
Dado que )ˆ( kBB −=

r
 y jFF ˆ=

r
, entonces se debe cumplir que la corriente circula de izquierda 

a derecha. 
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CAPÍTULO VII 

 

LEY DE AMPERE Y LEY DE BIOT-SAVART 
 
7.1.  Ley de Ampere 
 
Oersted en 1820 fue quien descubrió experimentalmente, que una corriente que circula en un 

alambre produce efectos magnéticos sobre una brújula en su alrededor. Al realizar este 

experimento se observa que al colocar varias brújulas en los alrededores del alambre todas se 

orientan de tal forma que la dirección de las agujas de las brújulas forman ángulos rectos con 

la dirección de la distancia tomada del alambre a cada una de las brújulas, al colocar todas las 

brújulas a la misma distancia, las agujas nos dan la dirección tangencial del círculo que forman 

como se muestra en la Fig.  a).  

 
 
La dirección de la corriente que sale del plano de la hoja que se representa simbólicamente por 

un punto en el alambre ( )  y cuando entra por una cruz • ( )⊗ ; si cambiamos el sentido de la 

corriente entonces las agujas de los imanes dan un giro de 180° lo que significa que el campo 

magnético que las orienta cambió a 180° también en su dirección, Fig. b). De una forma 

práctica se adopta la regla de la mano derecha indicando con el pulgar la dirección de la 

corriente y la curvatura de los dedos alrededor del alambre indica la dirección del campo 

magnético como se muestra en la Fig. . 
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En este experimento (primera Fig. ) se observa que al alejarnos del alambre con corriente el 

campo disminuye y al acercamos aumenta, mientras que al disminuir la intensidad de la 

corriente el campo magnético B, es menor, y al aumentarla, el campo magnético B es mayor; 

de donde se concluye que B es directamente proporcional a la corriente que circula por el 

alambre e inversamente a la distancia entre el alambre y el punto donde se desea determinar. 

De las anteriores observaciones se encuentra que  la relación entre el campo magnético y la 

corriente en el conductor que se conoce corno Ley de Ampere, y esta dada por la expresión: 

r
I

B
π
μ
2

0=                                                                 (7.1) 

 
donde 0μ  es la constante de permeabilidad en el vacío y tiene un valor de: 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡×= −

A
mT7

0 104πμ   

 

En la Ec. (7.l) I, es la corriente que pasa por el conductor y r es la distancia radial del centro 

del conductor al punto donde se desea calcular el campo, como se muestra en la Fig.. Dada la 

dependencia radial de B y debido a que r es constante sobre el círculo; la Ec. (7.1) se puede 

expresar de la siguiente forma: 

 encIldB∫ =⋅ 0μ
rr

                                                             (7.2) 

 En la Fig. se observa que para cualquier punto de la trayectoria, la dirección de B
r

 es la 

misma que para  por lo tanto, ld
r

dlBldB =⋅
rr

y si evaluamos la integral de la Ec. (7.2) y 

despejamos el campo obtenemos la Ec. (7.1). La corriente I  es la corriente encerrada por la 

integral de línea. De aquí que cuando la corriente encerrada es cero, entonces el campo es cero 

en esa región. 
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La Ec. (7.2) es válida en general para cualquier arreglo de conductores con corriente, para 

cualquier trayectoria cerrada de integraci6n y para cualquier campo B, siempre y cuando éste 

no esté variando con el tiempo. Al tratar de evaluar la integral en la Ec. 7.2 es donde surge el 

problema; ya que se puede evaluar sin dificultad para problemas que tienen simetría, de aquí 

que su aplicación sea muy limitada. 

 
La Ec. 7.2 se puede escribir en función de la densidad de corriente de acuerdo a la Ec. (4.4).: 
 

∫ ⋅=
s

sdJI rr
 = corriente encerrada. 

 
donde ds es el diferencial de superficie; por lo tanto, la Ec. (7.2) se puede escribir como: 
 

 ∫ ∫ ⋅=⋅
s

sdJldB rrrr
0μ                                                       (7.3) 

  
donde la integral de superficie de la densidad de corriente corresponde al área encerrada por la 

integral de línea cerrada. 

 

 

7.2.  Campo de un conductor recto y largo, con corriente 
 

Para calcular el campo magnético de un alambre recto y largo que lleva una corriente i lo 

podemos obtener con la Ec. (7.2). Si deseamos calcular el campo para puntos dentro del 

conductor es necesario utilizar la Ec. (7.3). Las líneas de inducción son círculos con centros en 

el alambre, como se muestra en la Fig. 7.3. De aquí que el campo magnético para r > a donde 

a es radio del alambre es: 

r
I

B
π
μ
2

0=                                                               (7.4) 

que se obtiene a partir de la Ec. (7.2.) 
 

7.3.  Fuerza entre dos conductores paralelos 
 
En la sección 6.5 veíamos que cuando un alambre transportaba una corriente y se encontraba 

en una región del espacio donde hay un campo magnético experimentaba una fuerza, siempre 

y cuando la dirección del campo no fuera paralela a la longitud del alambre; es decir, que si 
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tenemos dos alambres rectos y largos paralelos que transportan corriente, estos se atraen o se 

repelen mutuamente dependiendo de la dirección de la corriente. En la Fig. a), se muestran dos 

circuitos, cuando los interruptores se cierran los alambres experimentan una fuerza de 

atracción. Sí cambiamos la dirección de una fuente como se muestra en la Fig. b), al cerrar los 

interruptores observamos que los alambres experimentan una fuerza de repulsión. 

 

 
 
. 

Para calcular la fuerza de atracción entre los alambres de Fig. anterior a), se puede hacer 

utilizando las Ec. (6.13) y (7.2); se llama un alambre “a” que lleva una corriente ia y otro 

alambre “b” que lleva una corriente ib y a la distancia entre ellos d, adamás se debge 

considerar que los radios de los alambres son muy pequeños.  

 
Para calcular el campo magnético del alambre b en el alambre a, se utiliza Ley de Ampere de 

modo que: 

d
iB b

a π
μ
2

0=  

 
De la Ec. (6.13) tenemos que la fuerza de atracción que experimenta el alambre a es: 
 

aaa BiF
rr

×=  
 
como el campo magnético es perpendicular a l

r
 entonces aa BlBl =×

rr
, sustituyendo el valor 

de Ba en la Ec. (6.13) obtenemos que la fuerza por unidad de longitud en el alambre es: 

 

d
iilF ba

a π
μ
2

/ 0=                                                         (7.5) 

  
que es exactamente igual a la fuerza de atracción que experimenta el alambre b. Para el caso 

en que las corrientes fueran en sentido contrario en los alambres como se ilustra en la              
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Fig. anterior b), entonces los alambres experimentan una fuerza igual en magnitud a la de la 

Ec. (7.5), pero en sentido contrario, es decir, de repulsión. 

 
 

 
7.4.  Campo de un Solenoide 
 

Si hacemos pasar corriente por una espira ésta genera un campo magnético como se muestra 

en la Fig.   

 
 

Si se tiene varias espiras, conectadas entre sí, de un mismo radio y se colocan como se 

muestran en la siguiente figura, se forma una bobina que tiene una longitud grande comparada 

con el radio de las espiras que la forman, este arreglo se conoce como solenoide (ver figura). 

 
Solenoide (corte longitudinal). 
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Al pasar una corriente por el solenoide se genera un campo magnético uniforme excepto en los 

bordes, donde el campo empieza a abrirse. Para analizar por que el campo es uniforme dentro 

del solenoide y como es casi cero fuera de él, se puede hacer tornando unas espiras  separadas 

por una distancia pequeña como se muestra en la Fig.  

 

 
 

A medida que juntan las espiras el campo magnético dentro se hará más uniforme e intenso 

mientras que en el exterior tenderá a disminuir. 

 
 
 
Para determinar el campo magnético en el solenoide se asume que el campo magnético es 

uniforme y que los efectos en los bordes (las terminales del solenoide) no son considerados.  

 
Aplicando la Ley de Ampere: 

∫ =⋅ IldB 0μ
rr

 
 
a una trayectoria rectangular cerrada a b c d de lados l y h como se ilustra en la Fig. anterior, 

entonces: 

∫ ∫∫∫∫ ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅
a

d

d

c

c

b

b

a
ldBldBldBldBldB
rrrrrrrrrr

 

 
ya que la integral cerrada de línea equivale a la suma de la integral de cada uno de los 

segmentos que forman la trayectoria, rectangular a b c d. 
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Al analizar cada una de las integrales del segundo miembro, se observa que la primera y la 

tercera integral son cero, ya que la región donde hay campo el vector diferencial de longitud 

forma un ángulo de 90° con el campo y fuera del solenoide no existe campo para la cuarta 

integral o sea en la trayectoria de “d” a “a” el campo vale cero y por consiguiente la integral 

también. La integral de la trayectoria “b c” no es cero y es igual a Bl ya que el ángulo entre 

y ld
r

B
r

es 0°, por lo tanto: 

∫ ∫ =⋅=⋅
c

b
lBldBldB

rrrr
 

 
la corriente I  que se encierra en la trayectoria a b c d, es igual a la suma de la corriente de 

cada espira o vuelta que se encuentra dentro de la trayectoria cerrada. Si se define que n sea el 

número de vueltas por unidad de longitud entonces, nl es el número de vueltas en la 

trayectoria cerrada, por lo tanto, la corriente encerrada I es igual a: 

 
0)( IlnIenc =  = corriente encerrada. 

 
De la Ley de Ampere Ec. (7.2) se tiene que 
 

000∫ ===⋅ IlnIlBldB enc μμ
rr

 

de donde 
00 InB μ=                                                            (7.6) 

 
En la Ec. (7.6) se ve que el campo magnético dentro de un solenoide ideal no depende de su 

diámetro ni de la longitud de éste, depende únicamente del número de vueltas por unidad de 

longitud n y de la corriente que pasa por el solenoide. 

 
La Ec. (7.6) se puede usar para calcular campos magnéticos en puntos internos cerca del 

centro, para solenoides reales con una aproximación muy buena. En el cálculo del campo 

magnético para los bordes de un solenoide real, la Ec. (7.6) no sirve. 

 

 

 

 

7.5.  Ley de Biot- Savart 
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La Ley de Ampere presenta una dificultad en magnetismo muy similar a la Ley de Gauss en 

electrostática, que es la evaluación de la integral, y por consiguiente sólo para los casos en que 

existe suficiente simetría para evaluar la integral se puede utilizar. Esto no significa que la Ley 

de Ampere, no se pueda aplicar en todos los casos, sino que simplemente es muy difícil 

evaluar la integral. En algunos casos en electrostática veíamos que la Ley de Gauss se puede 

usar para que de una forma simple y directa calcular el campo eléctrico, por ejemplo una 

varilla larga con una distribución de carga uniforme, pero en el caso de un anillo con una 

distribución de carga uniforme la única forma de encontrar el campo para puntos sobre el eje, 

era mediante una integración directa a partir de la Ley de Coulomb con diferenciales de carga. 

 
En  forma similar se establece la Ley de Biot-Savart en magnetismo para calcular el campo 

magnético por integración directa para una distribución de corriente con respecto a un  punto 

considerado, y que se escribe como: 

2
0

4 r
sendliBd θ

π
μ

=                                                        (7.7) 

 
donde cada dl es un diferencial de longitud del conductor con corriente i aportando un dB y r 

es el vector distancia entre el punto P, donde se desea determinar el campo magnético, y el 

diferencial de longitud ; θ  es el ángulo entre el vector distancia ld
r

rr  y la dirección de ld
r

, 

como se muestra en la Fig.  La dirección del campo magnético en P está dada por rld ×
r

que 

concuerda con la regla de la mano derecha. 

 
 

 
La Ley de Biot-Savart, la podemos escribir en forma vectorial de la siguiente forma: 
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∫
×

= 2
0 ˆ

4 r
rldi

B
r

r

π
μ

                                                     (7.8) 

 
 
 

Problemas resueltos 

Problema 7.1 
 
Escriba la Ley de Ampere  en forma diferencial 
 
 
Solución 
 
La ley de Ampere  escrita  en forma integral  tiene la forma 
 

 
IldB 0μ∫ =⋅

rr
 

 
Dado que la corriente se puede escribir como  ∫∫ ⋅= sdJI rr

, sustituyendo en la expresión 
anterior, se tiene 
 

∫∫∫∫∫ ⋅≡⋅=⋅ sdJsdJldB rrrrrr
)( 00 μμ  

 
 
Utilizando el teorema de Stokes 
 

∫ ∫∫ ⋅×∇=⋅ sdBldB rrrrr
)(  

 
 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 
 

JB
rrr

0μ=×∇  
 
Como , también se puede escribir HB

rr
0μ=

 
JH
rrr

=×∇  
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La expresión anterior, se conoce con el nombre de forma diferencial de la Ley de Ampere, y 

forma parte (sólo de una parte) de  una de las ecuaciones de Maxwell, será él quien escribirá 

una ecuación general  (completa) al respecto. 

 

 

Problema 7.2 
 

Calcule el campo magnético para puntos dentro de un (a < r < b) cable coaxial, si el 

conductor central tiene un radio a y el conductor exterior tiene un radio interior b y radio 

exterior c, como se muestra en la Fig.. Por los conductores pasan corrientes iguales pero de 

sentidos contrarios. 

 
Solución: 
 
De acuerdo a la Ley de Ampere la única corriente que produce campo magnético para                 

a < r < b es la del conductor interno ya que es la corriente encerrada, de la Ec. 7.2, tenemos 

que: 

∫ =⋅ ildB 0μ
rr

 

de donde: 
irB 02 μπ =  

obteniendo: 

r
iB

π
μ
2

0=  

¿Qué valor cree usted que tiene el campo para puntos fuera del cable coaxial? 
 

 
Cable coaxial. 
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Problema 7.3 
 

Un conductor recto y largo de radio a lleva una corriente i uniformemente distribuida. a) 

Calcule el campo magnético, para puntos dentro del alambre. (Vea Fig. b) Grafique B vs r 

para a < r < . ∞

 
 
 

Solución: 
 
Primero se obtiene la densidad de corriente i de la Ec. (4.3), esto es: 
 

2a
i

A
iJ

π
==  

de la Ec. (7.3) se tiene que: 

∫ ∫ ⋅=⋅
s

sdJldB rrrr
0μ  

 
evaluando para círculos con r < a tenemos: 
 

2
02 rJrB πμπ =  

 
despejando B y sustituyendo el valor de J: 

2
0

2 a
riB

π
μ

=  

 
en la superficie del alambre esta ecuación se reduce a la misma ecuación que se obtiene a 

partir de la Ec. (7.2)   

a
iB

π
μ
2

0=  

 
b)  Gráfico del campo B en función de r . 
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En esta gráfico observamos que el campo máximo es en r = a y que el campo es cero para       

r = 0  y el campo tiende a cero cuando ∞→r . 

 
De la Ec. (7.4) obtenemos 

r
iB

π
μ
2

0=  

para r > a.  
 

 
Problema 7.4 
 

Considere un cable coaxial, de tal forma que  tal que el conductor central tiene un radio a y el 

conductor exterior tiene un radio interior b y radio exterior c, como se muestra en la Fig. Si 

por los conductores circulan corrientes iguales pero de sentidos opuestos. determine el campo 

magnético en todas las regiones, esto es: 

a)   ;   b)    ;   c) )( arB < )( braB << )( crbB <<    ;    d)  )( brB >

 
Cable coaxial. 

Solución: 
 
a) El valor del campo en esta región, está dado por el resultado obtenido en le problema 

anterior (ver problema anterior)  

r
a
i

arB ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=< 2

0

2
)(

π
μ

 

b) En esta región se tiene que  

∫ =⋅ ildB 0μ
rr

 

de donde: 
irB 02 μπ =  

luego: 
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r
i

braB
π
μ
2

)( 0=<<  

 

c)                                                         encildB 0μ=⋅∫
rr

 

 
donde la corriente encerrada en este es ∫∫ ⋅−= sdJiienc

rr
, entonces   

 
 

( )∫∫∫ ⋅−=⋅ sdJildB rrrr
0μ  

 
dado que   y  , se tiene que ldB

rr
↑↑ sdJ rr

↑↑
 

 
( )∫∫∫ −= JdsiBdl 0μ  

 
como los módulos de B  y J son constantes, se obtiene  
 

( )∫∫∫ ⋅−=⋅ sdJildB rrrr
0μ  

 
 

                                     donde )]([2 22
0 brJirB −−= πμπ

)( 22 bc
iJ
−

=
π

 

 
Reaplazando, se encuentra 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−=<<
)(
)(1

2
)( 22

22
0

bc
br

r
i

crbB
π
μ

 

 
d)   

0)(00 =−==⋅∫ iiildB enc μμ
rr

  
 

Dado que en esta región no hay corriente encerrada entonces el campo magnético es cero. 
Luego  
                                                           0)( => crB  
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Problema 7.5 
 
Un conductor recto, largo y de radio , conduce una corriente ,  se ha diseñado de tal forma 
que la densidad de corriente dentro del conductor varía de acuerdo a la expresión 

a 0I

r
a
I

J ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 3

0

2
3
π

. Determine: 

 
a) El campo magnético para puntos dentro del conductor: )( arB <  
b) El campo magnético para puntos fuera del conductor:    )( arB >
c) Construya gráfico  )(rBB =
 
Solución: 
 
a) De la Ley de Ampere se tiene que: 

∫ ∫∫ ⋅=⋅ sdJldB rrrr
0μ  

 
 
dado que   y  , se puede escribir ldB

rr
↑↑ sdJ rr

↑↑
 

 

∫∫∫ = JdsBdl 0μ  
 
Teniendo presente que θdrdrds =  y sustituyendo el valor de J se obtiene 
 

θ
π

μπ
π

drdrr
a
I

rB
r

∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

2

0
3

0
0 2

3
2  

 

θ
π

μ
π

ddrr
ra

I
arB

r

∫ ∫=<
0

2

0

2
32

0
0 4

3
)(  

Integrando: 
2

3
00

3

32
0

0 2
2

34
3

)( r
a
Ir

ra
I

arB ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==<
π
μ

π
π

μ  

 
b)  En esta caso la corriente encerrada es ,  además es fácil ver que 0I
 

θ
π

π

drdrr
a
I

JdsI
a

enc ∫ ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

0

2

0
3

0

2
3
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0

3

3
0 2

32
3

Ia
a
I

I enc =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= π
π

 

entonces 
 

00 IldB μ=⋅∫
rr

 
luego  
 

r
I

arB
π
μ
2

)( 00=<  

c)  

B

ra

a
I

π
μ
2

0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problema 7.6 
 

Demuestre que cuando un par de conductores paralelos de longitud infinita y separados un 

metro que llevan una corriente de un ampere cada uno en la misma dirección, experimentan 

una fuerza de atracción por unidad de longitud de  .]/[102 7 mN−×

 
Solución: 
 

De la Ec. (7.5) tenemos que: 

d
iilF ba

π
μ
2

/ 0=  

como  entonces: iii ba ==

d
ilF

π
μ
2

/
2

0=  

sustituyendo datos tenemos que: 
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)1(2
)1()/104(/

27

m
ampampmteslalF

π
π −×

=
−

 

                                             
 

]/[102 7 mN
l
F −×=  

 
 
Problema 7.7 
 

Determine el punto o puntos donde el campo magnético entre dos conductores a y b, 

separados una distancia de 2 [m] que llevan una corriente de 1 [A] y 4 [A] en la misma 

dirección respectivamente, es cero. 

 
Solución: 
 
En la Fig. se muestra esquemáticamente como el campo magnético resultante que disminuye 

hasta llegar a un punto en el cual es cero y después se invierte su dirección. 
 

 
 
Para cualquier punto sobre el eje que une a los alambres el campo magnético resultante es la 

suma del campo de cada uno de los alambres, esto es: 
 

ba BBB
rrr

+=  
 

De la Ec. (7.2) el campo para el alambre a es: 

x
iBa π

μ
2

0=  

para el alambre b: 

)(2
0

xd
iBb −

=
π
μ  

 
Para que el campo magnético resultante sea cero en un punto sobre el eje es necesario que: 
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ba BB =  
 
en magnitud y determinar el valor de x esto es: 

)(22
00

xd
i

x
i ba

−
=

π
μ

π
μ  

de donde: 

].[
5 5

2 mdx ==  

 
 
Problema 7.8 
 
Un solenoide como el que se muestra en la Fig. tiene 0.60 m de largo, se diseñó con tres capas 

y cada capa tiene 500 vueltas y lleva una corriente de 2 amperes. Determine el campo 

magnético B en el centro del solenoide. 

 
 
Solución: 
 

De la Ec. (7.6) se tiene que: 
00 inB μ=  

donde 
l
Nn =  y N es el número de vueltas en el solenoide que es igual a 1500 vueltas y l la 

longitud del solenoide, entonces: 

i
l
NB 0μ=  

Sustituyendo datos se obtiene: 
 

)2(
6.0

1500104 7 ampere
mampere

mteslaB ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
×= −π  

 
][102 3 TB −×= π  
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Problema 7.9 
 

Calcule el campo magnético B para puntos sobre el eje axial de una espira con corriente i y 

radio a como se muestra en la Fig.  

 
Solución: 
 

De la Fig. 7.15 observamos que ld
r

y rr  son perpendiculares, por lo tanto la Ec. (7.7) se 

escribe así: 

2
0

4 r
dliBd

π
μ

=  

 
 

donde dB tiene la dirección que se muestra, pero solamente la componente dBx contribuye al 

campo magnético resultante en p ya que la componente dBy se anula por su componente 

simétrica y opuesta, así que: 

∫∫ == φ
π

μ sen
r
dlidBB x 2

0

4
 

como 
r
asen =φ  y 2

1)( 22 xar +=  de la Fig.  

  
Sustituyendo se tiene: 

∫=
a

dl
r
ai

B
π

π
μ 2

03
0

4
 

evaluando: 

a
r
ai

B π
π

μ
2

4 3
0=  
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simplificando y reemplazando r por su valor: 
 

2
3)(2 22

2
0

xa
aiB
+

=
μ  

  
 

 
 
Problema 7.10 
 
Determine que el campo magnético en el punto p ,  producido por el conductor de la figura 

que transporta una corriente constante I , está dado por  θ
π
μ

R
I

BP 4
0=  

 
 
 

I
θ

R
R

.
p 

 
Solución 
 
 El campo en el punto p , está dado por el aporte de cada uno de los segmentos del  conductor, 
esto es 
 

curvoSegprectosSegpp BBB .. )()( +=  
 
Por otro lado,  según la ley de Biot-Savart se puede escribir                 
    

∫∫
×

+
×

=
curvoSegrectosSeg

p r
rldI

r
rldIB

.
2

0

.
2

0 ˆ
4

ˆ
4

rr
r

π
μ

π
μ  

 
 
De la figura se observa que para todos los segmento rectos se cumple que 
 
                                   0)ˆ( . =× rectosSegrld

r
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luego en el punto p , solo aporta el campo producido por la corriente del segmento curvo 

∫
×

=
curvoSeg

p r
rldIB

.
2

0 ˆ
4

r
r

π
μ  

 
 
Para este segmento curvo se cumple que  
                                                       
                               uRdudlrld curvoSeg ˆˆ)ˆ( . θ==×

r
        

 
 
donde  u  es un vector unitario que entra al plano de la página, además , luego ˆ CteRr ==
 

u
R
I

R
RduIB

curvoSeg
p ˆ

4
ˆ

4
0

.
2

0 θ
π
μθ

π
μ

== ∫
r

 

 
 
El módulo del campo es 
 

                                          θ
π
μ

R
I

BP 4
0=   :   θ∀ en radianes 

 
Problema 7.11 
 
Determine el campo magnético en el punto p de la figura 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solución  
 
Teniendo presente que los segmentos rectos no aportan al campo en el punto p, puesto que 

0)ˆ( . =× rectosSegrld
r

, entonces se puede aplicar directamente la relación obtenida para 
segmentos circulares. 

I

 
.
p

                                                θ
π
μ

R
I

BP 4
0=     

                                                         
En este caso πθ = , de donde se encuentra  
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R
I

BP 4
0μ=  

Problema 7.12 
 
Determine el campo magnético en el punto p, producido por el conductor de la figura  
 

 
Solución 
 
El campo en el punto p , está dado por el aporte de cada uno de los segmentos del  conductor, 
esto es 
 

curvosSegprectosSegpp BBB .. )()( +=  
 
Por otro lado,  según la ley de Biot-Savart , para Ii = , se puede escribir  
    

                       ∫∫
×

+
×

=
curvosSegrectosSeg

p r
rldI

r
rldIB

.
2

0

.
2

0 ˆ
4

ˆ
4

rr
r

π
μ

π
μ  

 
De la figura notamos que para todos los segmento rectos se cumple que 
 
                                              0)ˆ( . =× rectosSegrld

r
 

 
Luego 

                 ∫∫∫
×

+
×

=
×

=
)(

2
0

)(
2

0

.
2

0 ˆ
4

ˆ
4

ˆ
4 bSegaSegcurvosSeg

p r
rldI

r
rldI

r
rldI

B
rrr

r

π
μ

π
μ

π
μ

 

 
      Aplicando la relación parta segmento circulares, se puede escribir   
 

( ) ( )u
b
I

u
a
I

Bp ˆ
4

ˆ
4 2

0
1

0 θ
π
μ

θ
π
μ

+−=
r

 

 
Donde u  es un vector unitario que sale del plano de la hoja, además de la figura se ve que ˆ

πθθ == 21 , luego 
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( ) ( ) ( )u
ab

I
u

b
I

u
a
I

Bp ˆ11
4

ˆ
4

ˆ
4

000 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+−=

μμμr
 

 
También  se puede escribir (para el módulo) 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ab
I

Bp
11

4
0μ  

 
Problema 7.13 
 
Calcule el campo magnético en el centro de una espira circular que transporta una corriente I  

I

.
p

 
Solución 
 
Teniendo presente que para segmentos circulares se puede aplicar directamente la relación 
                                           

θ
π
μ

R
I

B
4

0=  

 
dado que para este caso πθ 2= , se encuentra 
 

R
I

B
2

0μ=  

 
 

Problema 7.14 
 
Demuestre que el campo magnético en el punto p,  producido  por la corriente que circula por 
los segmentos rectos correspondientes a los ángulos 1θ  y 2θ está dado por: 

                                   ( )21
0

4
θθ

π
μ sensen

y
IBp +=  
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P

y
1θ2θ

ϕ

xdld rr
=

r̂

rr

OI

 
 
Solución 
                                     izquierdoLadopderechoLadopp BBB )()( +=  
 

donde                            ∫
×

=
derechoLado

derechoLadop r
rldIB 2

0 |ˆ|
4

)(
r

π
μ  

 
De la figura se tiene que   
 

                           11 cos)2/(|ˆ| θπθϕ dxsendxsendxrld ≡+==×
r

 
 

luego                  ∫=
derechoLado

derechoLadop r
dxIB 2

10 cos
4

)( θ
π

μ  

También de la figura se obtiene 
                          

                          11
2

11 sectantan θθθθ dydxyx
y
x

=⇒=⇒= ;  ( ctey = ) 

 

                       1
22

1
2

2
2

1 sec
cos

cos θ
θ

θ yyr
r
y

==⇒=  

 
Sustituyendo los valores  de 2r  y de dx  se encuentra  
 

∫∫ ==
derechoLadoderechoLado

derechoLadop y
dyI

r
dxIB

1
22

111
2

0
2

10

sec
cossec

4
cos

4
)(

θ
θθθ

π
μθ

π
μ  

 

                                 ∫=
1

0
11

0 cos
4

)(
θ

θθ
π
μ d

y
IB derechoLadop  

de donde se obtiene 
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                                      1
0

4
)( θ

π
μ sen

y
IB derechoLadop =  

 
En forma análoga se puede encontrar que  
 

                          2
0

4
)( θ

π
μ sen

y
IB izquierdoLadop =  

 

                   ( )21
0

4
)()( θθ

π
μ sensen

y
IBBB izquierdoLadopderechoLadopp +=+=  

 
 
 
Problema 7.15 
 
Demuestre que el campo magnético en el punto p,  producida  por la corriente que circula el 
segmento recto, se puede expresar en términos de  los ángulos 1ϕ  y 2ϕ  en la forma: 

( )21
0 coscos

4
ϕϕ

π
μ

−=
y
I

Bp  

P 

y
1θ2θ

1ϕ

xdld rr
=

r̂

rr

OI
2ϕ

 
 
Solución 
  
Utilizando el resultado obtenido en el problema anterior  
 

                                        ( )21
0

4
θθ

π
μ

sensen
y
I

Bp +=  

 
para esta caso, de la figura se tiene  2/11 πϕθ +=     2/22 πϕθ −= , entonces sustituyendo en 
la ecuación anterior, se tiene  
 

( ))2/()2/(
4 21

0 πϕπϕ
π
μ

−++= sensen
y
I

Bp  
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de donde se encuentra 
 

( )21
0 coscos

4
ϕϕ

π
μ

−=
y
I

Bp  

 
Problema 7.16 
 

a) Utilice la expresión encontrada para determinar el campo producido por segmentos 

rectos con corriente, para calcular el campo producido por un conductor recto de 

longitud infinita en un punto p, ubicado a una distancia ry =  del conductor 

b) Utilice la ley de ampere par realizar el cálculo anterior 

P 

.
ry =

  I
 
Solución 
 
La expresión para segmentos rectos está dada por  
                     

                                        ( )21
0

4
θθ

π
μ sensen

y
IBp +=  

 
De la figura anterior,  es fácil ver que para que el conductor recto tenga longitud infinita se 
debe cumplir que  

                                          
221
πθθ ≡=  

 
Luego, reemplazando esto valores se obtiene 
 

                                         ( )
r
I

r
IBp π

μ
π
μ

2
2

4
00 ==  

 
b)  de la ley de Ampere 
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                                          encIldB∫ =⋅ 0μ

rr
 

Se tiene  
                                         IBdlldB∫ ∫ ==⋅ 0μ

rr
 ;  dado que CteB =  

 
                                           IrBdlB∫ == 02 μπ  
 
De donde se encuentra 

                                            
r
IBB p π

μ
2

0==  

 
 
 
Problema 7.17 
 
Determine el campo magnético en el punto p,  producido por el conductor de la figura  
por el cual circula una corriente I    

.
p

2R

R 

Ia b c d 

 
Solución: 
 
Según la ley de Biot-Savart  el campo en p está dado por                 
    

                       

∫∫

∫∫∫

→↓

↑→

×
+

×
+

×
+

×
+

×
=

dcSegRSeg

RSegRSegbaSeg
p

r
rldI

r
rldI

r
rldI

r
rldI

r
rldIB

.
2

0

.
2

0

2.
2

0

.
2

0

.
2

0

ˆ
4

ˆ
4

ˆ
4

ˆ
4

ˆ
4

rr

rrr
r

π
μ

π
μ

π
μ

π
μ

π
μ

 

 
 

.
p

2R

R 

Ia b c d 
1θ

2θ 3θ
4θ

 
 
 
 
 
 
 
De la figura notamos que para  los segmento  y , se cumple que ba → dc →

 157



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 
 
 
                                   0)ˆ()ˆ( .. =×=× →→ ccSegbaSeg rldrld

rr
 

Entonces 

                     ∫∫∫
↓↑

×
+

×
+

×
=

RSegRSegRSeg
p r

rldI
r

rldI
r

rldIB
.

2
0

2.
2

0

.
2

0 ˆ
4

ˆ
4

ˆ
4

rrr
r

π
μ

π
μ

π
μ  

 
De la figura se puede apreciar que cada segmento recto de longitud R, le corresponde un 

ángulo de 4/πθ = .    Aplicando la expresión obtenida anteriormente  

                     

                                        ( )jip sensen
y
IB θθ
π
μ

+=
4

0  

 
Para este caso se tiene   Ry =
 

             ( ) 4
0

32
0

1
0

444
θ

π
μ

θθ
π
μ

θ
π
μ

sen
R
I

sensen
R
I

sen
R
I

Bp +++=  

 
Dado que todos los ángulos son iguales  a 4/π , se encuentra 
 

                                
2
2)4/(

4
4 00

R
Isen

R
IBp π

μπ
π
μ

==  

 
Problema 7.18 
 
Determine el campo magnético en el centro de una espira cuadrada de lado , por la cual 

circula una corriente 

a

I  

.
p 

I a

 
 
Solución 
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Teniendo presente el problema anterior, y la figura de la espira cuadrada, para 2/ay = , 

4/21 πθθ == ,  se encuentra que  

 

                     ( ))4/()4/(
)2/(4

4 0 ππ
π
μ sensen
a
IBp +=  

 

                                       
a

IBp π
μ022

=  

 
 
 
 
Problema 7.19 
 
Una corriente no uniforme dada por πθθθ ≤≤= 0;)2/cos()( 0II , circula por un conductor 

que tiene un lado recto  y un lado semicircular de radio R .   

 
 

-R 
x

y

R

R

0
θ )(θI

 
 
 
 
 
 
 
 

a) Calcular el campo magnético B
r

 en el origen de coordenadas generado por el lado 

semicircular. 

b) Si el sistema completo se somete a un campo magnético externo uniforme 

; . Calcular la fuerza sobre todo el conductor debido al 

campo magnético aplicado  

),( 00 BBBext =
r

00 >= CteB

 
Solución:  
  
 Según la ley de Boit-Savart  se tiene que  
 

                                          2
0 ˆ

4 r
rldIBd ×

=
r

r

π
μ ;    )(θ=I  
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Para el lado semicircular kRdkdlrld ˆˆˆ θ≡=×

r
;  CteRr == . Entonces  con estas 

consideraciones y sustituyendo el valor de )(θ=I , se obtiene 

 

                                 k
R

RdIBd ˆ
4

)2/cos(
2

00 θ
π
θμ

=
r

 

luego  

                                  ∫=
2/

0

00 )2/cos(ˆ
4

π

θθ
π
μ dk

R
IB

r
 

 
 
b)   El elemento de fuerza está dado por 
         

                              extBldIFd
rrr

×= )(θ      
 
En este caso    )cos,( θθsendlld −=

r
, donde θRddl = , luego 

 

                   ksendlB
BB

dldlsen
kji

Bld ext
ˆ)cos(

0
0cos

ˆˆˆ

0

00

θθθθ +−=−=×
rr

          

 
Sustituyendo e integrando, se encuentra 
   

                       extBldIFd
rrr

×= )(θ
 

                 ∫ +−=
2/

0
00 )cos)(2/cos(ˆ

π

θθθθ dsenkRBIF
r

 

              
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−= ∫∫
2/

0

2/

0
00 cos)2/cos()2/cos(ˆ

ππ

θθθθθθ ddsenkRBIF
r

 
Problema 7.20 
 
Dos carretes circulares iguales de radio a y N espiras, por los cuales circulan corrientes iguales 

I, son coaxiales y están separados una distancia r, calcular: 

 
a) El campo magnético B en un punto del eje común a un distancia x del centro del sistema.  
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b) Demostrar que si ar = (carretes de Helmholtz) 

02

2

=
dx

Bd   para   0=x  

 
c) Calcular, en el caso en que ar = , el cociente entre los valores del campo para y 

para . 

4/ax =

0=x

 
 
 
 
 
Solución 
 
a) El campo magnético producido por un carrete circular de radio a y N espiras recorrido por 

una corriente I en un punto del eje que dista b del centro del carrete tiene la dirección del 

eje y su módulo es 

2/322

2
0

)(2 ba
aIN

B
+

=
μ

 

   
En este caso, el campo producido por el sistema de carretes en un punto que dista de cada 

carrete 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xr

2
   y  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xr

2
 

respectivamente, es 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 2/3

2
22/3

2
2

2
0

2

1

2

1
2

axraxr

aIN
B

μ
 

b) 
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⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
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⎜
⎝
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⎟
⎠
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⎜
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+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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2
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2
2

2
0

2

2
2

2

2
2
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aIN

dx
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⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟
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⎟
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⎜
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⎠
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−

⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎡
+⎟

⎠
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⎜
⎝
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⎪
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⎨

⎧

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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⎠
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⎜
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⎟
⎠
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⎜
⎝
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⎜
⎝
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+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=

2/7

2
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2
2

2/7

2
22/5

2
2

2
0

2

2

2
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2

2
5

2

1

2

22
2

2
5

2

1
2

3

axr

xrxr

axr

axr

xrxr

axr

aIN
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Bd μ

 

 
si ar =  y para : 0=x
 

0

4
5

45

4
5

1

4
5

45

4
5

1
2

3
2/72

2

2/522/72

2

2/52

2
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⎪
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a
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a

a
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ar
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c) El valor del campo para ar =  y para 0=x  
 

a
IN

a
IN

a

aIN
Bx

00
2/32/32

2
0

0 716,0
5

8

4
5

2
2

μμμ
==

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==  

 
y para : 4/ax =
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997,0
0

4/ =
=

=

x

ax

B
B

 

 
es decir, para  el campo es 4/ax = %7,99≅  del campo en el centro. De modo que los carretes 

de Helmholtz producen un campo muy uniforme en su región central. 

 
                                                 
Problema 7.21 
 

. 
r

p 

a

Un largo conductor cilíndrico de radio  tiene dos  a
cavidades cilíndricas de diámetro  a lo largo de  a
toda su longitud. Una corriente I   se dirige hacia  
afuera de la página y es uniforme por toda la sección 
transversal del conductor. Encuentre la magnitud y 
dirección del campo magnético en el punto p, en  
función de I , r   y a  .  
 
 
 
 
 
 
Solución: 
 
El campo magnético en el punto p (por superposición) 
está dado por 
 

321 BBBBp

rrrr
−−=  

 
donde:  1B

v
  corresponde al campo del cilindro sin cavidades 

  
             3,2B

r
 corresponden a los campos de las cavidades (superior e inferior  

                      respectivamente) 
 
Entonces, según la Ley de Ampere, para 1B

v
 se tiene que   
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enceIldB 1011 μ=⋅∫
rr

 
 
 
dado que  11 ldB

rr
↑↑  e , se tiene que II enc 21 =

 

r
I

BIrBdlB
π
μ

μπ 0
10111 )2(2 =⇒≡=∫  

 
de igual forma para 2B

v
, se puede escribir 

 

enceIldB 2022 μ=⋅∫
rr

 
 
dado que  22 ldB

rr
↑↑   e  2/32 III encenc ≡= , se tiene que 

 
 
 

)2/(4
)2/()2/(2 0

20222 ar
I

BIarBdlB
−

=⇒≡−=∫ π
μ

μπ  

 
En forma análoga se encuentra que  
 

)2/(4
0

3 ar
I

B
+

=
π

μ
 

 
Reemplazando los valores obtenidos en 321 BBBBp

rrrr
−−= , se encuentra: 

 

)2/(4)2/(4
000

ar
I

ar
I

r
I

Bp +
−

−
−=

π
μ

π
μ

π
μ

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= 22

22
0

4
2

ar
ar

r
I

Bp π
μ

 

 
Notamos que el campo en el punto p apunta hacia la izquierda 
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CAPÍTULO VIII 

 

LEY DE INDUCCIÓN FARADAY 

 

8.1.  Ley de Faraday 

 

En 1831 Faraday observó experimentalmente que cuando en una bobina que tiene conectado 

un galvanómetro como se muestra en la Fig.  

 
 

y se hace variar un campo magnético introduciendo un imán, se produce una desviación en el 

galvanómetro lo que es equivalente a producir una corriente inducida en la bobina,  pero este 

fenómeno sucede únicamente cuando el imán está en movimiento.  

 

De este y otros experimentos, Faraday estableció  que se induce una fem (fuerza electromotriz) 

en la bobina donde está conectado el galvanómetro, y cuya magnitud  depende de la variación 

del campo y del área con respecto al tiempo, es decir del cambio del flujo magnético con 

respecto al tiempo, se puede  expresar en la forma: 

 

dt
d BΦ

−=ε                                                          (8.1) 

 

A la ecuación  anterior se conoce como “Ley de la Inducción de Faraday”, donde ε  es la 

fem inducida,   y BΦ
dt

d BΦ  es la razón del cambio del flujo magnético, con respecto al tiempo, 
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el signo menos tiene una relación con la polaridad de la fem inducida como lo veremos en la 

siguiente sección.  

8.2.  Ley de Lenz 

 

En la sección anterior se analizó cómo se inducen las fem pero no se mencionó nada acerca de 

la dirección de esta fem, ni (de las corrientes inducidas. Fue H. F. Lenz, contemporáneo de 

Faraday, quien en una forma sencilla, estableció el sentido de las corrientes inducidas, 

mediante el siguiente enunciado que se conoce con el nombre de Ley de Lenz: “La corriente 

que es inducida en un circuito tendrá una dirección de tal forma que se oponga a la 
causa que la produce”; que es una consecuencia directa del principio de la conservación de la 

energía. 

 

8.3.  fem inducida  

 

De acuerdo a la Ley de Faraday que se define con la Ec. (8.1) se pueden inducir fem cuando 

existe una razón de cambio del flujo magnético con respecto al tiempo, vamos a considerar un 

ejemplo sencillo en el cual se tiene una espira dentro de un campo magnético (el eje de la 

espira es paralelo a la dirección del campo para simplificar el ejemplo) si el campo magnético 

varía con el tiempo, entonces, se induce una fem en la espira, si movemos la espira 

perpendicularmente a la dirección del campo magnético, que se mantiene uniforme (con una 

velocidad constante), también se induce una fem . 

 

Al realizar un análisis cuantitativo vamos a considerar primero el caso en que tenemos una 

espira rectangular de alambre con resistencia R, la cuál se encuentra parcialmente dentro de un 

campo magnético, como se muestra en la Fig. la espira se mueve hacia afuera del campo 

magnético con una velocidad υ . El flujo magnético encerrado por la espira en un instante 

dado es: 

xlBB =φ                                                          (8.2) 
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donde lx es el área de la espira; como B y l no varían, obviamente se tiene que: 

 

dt
dx

−=υ  

 

la velocidad es igual dtdx−  ya que x está decreciendo. El cambio del flujo magnético Bφ  con 

respecto al tiempo de acuerdo a la Ley de Faraday nos da la fem inducida, esto es: 

 

υφε lB
dt
dxlB

dt
d B =−=−=                                         (8.3) 

 

La fem inducida produce una corriente en el alambre que es igual a: 

 

R
Bl

R
i υε

==                                                        (8.4) 

 

donde R es la resistencia del alambre.  
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La fuerza que aparece en los segmentos af y bc son iguales en magnitud, pero tienen 

direcciones opuestas, como se muestra en la figura anterior. 

 

8.4.  Campos magnéticos variables en el tiempo 

 

Las  forma en las que el flujo magnético puede variar, se deben a la variación del área con 

respecto al tiempo, y también a la variación del campo magnético. 

 

La fem está dada por 

 

 

∫ ⋅= ldE
rr

ε                                                         (8.5) 

 

una forma más general de expresar la Ley de Faraday es a partir de las combinaciones de las 

ecuaciones (8.1) y (8.5), esto es: 

dt
dldE Bφ−=⋅∫

rr
                                                 (8.6) 

 

de aquí se concluyeque en que “un campo magnético que varia en función del tiempo nos 

induce un campo eléctrico”. De acuerdo a la Ec. (8.6) se tiene que el área encerrada por la 

trayectoria lineal cerrada sobre el campo eléctrico inducido equivale al área del flujo 

magnético. 
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La dirección del campo eléctrico inducido se puede obtener a partir de la Ley de Lenz, 

considerando que el campo eléctrico que produce la corriente inducida está en la misma 

dirección que está en la Fig. a), tenemos un campo magnético entrando al plano de la hoja y su 

razón de cambio respecto al tiempo es positivo, es decir, que B está aumentando, entonces se 

produce un campo eléctrico tangente a una trayectoria circular con una dirección que es 

contraria a la dirección de movimiento de las manecillas del reloj. 

 
 

En la Fig. b), la razón del cambio del campo magnético respecto al tiempo es negativo, es 

decir, que B está decreciendo, entonces, la dirección de E es igual a la dirección del 

movimiento de las manecillas del reloj.  

 

Algo que es muy importante hacer notar es la diferencia entre campos eléctricos producidos 

por carga eléctrica y los campos eléctricos inducidos que son producidos al variar un campo, 

magnético con respecto al tiempo, mientras que los campos eléctricos que son producidos por 

carga eléctrica “son conservativos”, es decir, que cualquier integral de línea cerrada sobre el 

campo E es cero, esto es: 

0=⋅∫ ldE
rr

  (para campos eléctricos que son producidos por carga eléctrica) 

Por otro lado, en los campos eléctricos inducidos la integral de línea cerrada sobre el campo E 

es igual a dtd B /φ−  de acuerdo a la Ley de Faraday, que se define matemáticamente por: 

 

dt
dldE Bφ−=⋅∫

rr
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es decir, que los campos eléctricos producidos por campos magnéticos en función del tiempo 

“no son conservativos”. 

 

 

Problemas resueltos 
 

Problema  8.1 

 

Escriba la Ley de Faraday  en forma diferencial 

 

Solución 

 

La ley de Faraday  escrita  en forma integro-diferencial tiene fa forma 

 

dt
dldE Bφε −=⋅= ∫

r
 

 

donde   ∫∫ ⋅= sdBB
rr

φ , sustituyendo en la expresión anterior, se tiene 

 

( ) sd
t
BsdB

dt
dldE r

r
rrr

⋅
∂
∂

−≡⋅−=⋅ ∫∫∫∫∫ )(  

 

Utilizando el teorema de Stokes 

 

∫ ∫∫ ⋅×∇=⋅ sdEldE rrrrr
)(  

 

Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
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t
BE
∂
∂

−=×∇
r

rr
 

 

La expresión anterior, se conoce con el nombre de forma diferencial de la Ley de Faraday, y 

forma parte de una de las ecuaciones de Maxwell, que a su vez corresponde a una de las cuatro 

ecuaciones  fundamentales del electromagnetismo 

 

 

 Problema 8.2 

 

Un solenoide de 0.20 [m] de longitud como se muestra en la Fig.  tiene 200 vueltas, el radio de 

una de las vueltas es de 0.05 [m] y su resistencia es de 40 [Ω ]. En su interior hay un solenoide 

de igual longitud y de 400 vueltas con un radio 0.02 [m] cada una de las vueltas. Si se conecta 

el solenoide interior a una fuente de corriente senoidal  tsenii νπ20= donde ν  es la 

frecuencia de la fuente de corriente y es de 60 [Hz], determine la máxima corriente que circula 

por el solenoide exterior: 

 

i0 = 10 [A]. 

 

 
 

Solución: 
 

De la Ec. 7.6 calculamos el campo magnético en el solenoide interior 
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i
l

NinB 1
010 μμ ==  

 

el flujo magnético lo determinarnos a partir de la Ec. (6.1). 

 

tsenri
l

NABB νππμφ 22
10

1
0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

 

de la Ec. (8.1) tenemos que la fem inducida en el solenoide exterior es 

 

tfir
l

NN
dt

dN B πνππμ
φ

ε 2cos20
2

1
1

022 −=−=  

 

Para el cálculo de la fem inducida se toma el radio del solenoide interior ya que podemos 

despreciar el campo magnético fuera de esta región.  

 

De la Ec. (4.5) calculamos la corriente máxima inducida, esto es: 

 

Rl
irNN

R
imáx

0
2

121
2

00 2 νπμε
==  

Sustituyendo valores: 
21095.5 −×=máxi  [A]. 

 

 

Problema 8.3 

 

Determine la diferencia de potencial entre el centro y uno de los extremos de una barra 

metálica de longitud L que gira con velocidad angular constante ω  dentro de un campo 

magnético B uniforme como se muestra en la Fig.   
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Solución: 
 

Si escogernos un pequeño diferencial de longitud de la barra a una distancia x del centro de 

rotación tendrá una velocidad tangencial xωυ = , entre el centro y sus extremos se producirá 

una diferencia de potencial. De acuerdo a la Ec. (8.3) tenemos que: 

 

dxxBdxBd ωυε ==  

entonces: 

82

22

0

22

0

LBxBdxxBd
L

L ωωωεε ==== ∫ ∫  

 

¿Tendrán los extremos de la barra el mismo potencial? 

 

 

Problema 8.4 

 

Una barra conductora de longitud  se mueve con velocidad L υ  constante, perpendicular  a un 

largo  alambre  recto que conduce una corriente I , tal como se muestra  en la siguiente figura. 

Muestre  que la magnitud de la  fem  generada entre los extremos de la barra es  

 

L
r
I

π
υμ

ε
2

0=  
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I

r

L υr

)ˆ(
2

0 k
r
I

B −=×
π
μr

x

y

z

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

De la ley de Faraday se tiene que    
dt

d Bφε −=  con  ∫∫ ⋅= sdBB
rr

φ  

 

De la Fig. se ve que BdssdBsdB =⋅⇒↑↑
rrrr

, además: 
r
I

B
π
μ
2

0= ,  , entonces dxdyds =

 

                                           ∫∫∫∫ ==
Ltx

B dydx
r
I

Bds
0

)(

0

0

2π
μ

φ  

 

                                                  )(
2

0 tx
r
IL

B π
μ

φ ==  

 

Sustituyendo en  
dt

d Bφε −= , se encuentra  

 

                                          L
r
I

π
υμ

ε
2

0=      ;  
dt
tx )(

=υ  
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Problema 8.5 

 

Una barra conductora de longitud  con velocidad L υ  paralela a un largo  alambre  que 

conduce una corriente estable I . El eje de la barra se mantiene perpendicular ala alambre con 

el extremo cercano a una distancia r , como se muestra en la siguiente figura. Demuestre que 

la magnitud de la  fem en la barra es  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

r
LI

1ln
2

0 υ
π

μ
ε  

 

I

r L

υ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución    

 

De la ley de Faraday se tiene que    
dt

d Bφε −=  con  ∫∫ ⋅= sdBB
rr

φ  

 

De la Fig. se ve que BdssdBsdB =⋅⇒↑↑
rrrr

, además: 
r
I

B
π
μ
2

0= ,  , entonces drdyds =

 

                                           drdy
r
I

BdsB ∫∫∫∫ ==
π
μ

φ
2

0  

 

Luego el flujo está dado por 
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                                     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

== ∫∫ r
Lrty

I
r

drdy
I Lr

r

ty

o
B ln)(

22
0

*)(
0

π
μ

π
μ

φ  

 

Sustituyendo en  
dt

d Bφε −= , se encuentra  

 

                                           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

r
LI

1ln
2

0 υ
π

μ
ε     ;  

dt
ty )(

=υ  

 

 

Problema 8.6 

 

Demuestre que el campo eléctrico inducido es constante en una barra metálica de longitud L, 

que se encuentre en una región cilíndrica de radio R en el espacio donde el campo magnético 

cambia con una rapidez dtdB  como se ilustra en la siguiente figura  

 
Solución: 
 

Para cualquier punto dentro de la región cilíndrica con respecto al centro, el campo eléctrico se 

puede obtener de la Ec. (8.6): 

dt
dldE Bφ−=⋅∫

rr
 

 

La Ec. (8.6) se puede expresar también de la siguiente manera: 

 

∫ ∫∫ ⋅−=⋅ sdB
dt
dldE rrrr
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Evaluando ambas integrales tenemos: 

dt
dBrrE 22 ππ −=⋅  

 

Simplificando y despejando el campo eléctrico: 

 

dt
dBrE

2
−=  

 

d es la distancia perpendicular entre la barra y el centro de la región cilíndrica que se puede 

determinar del teorema de Pitágoras, esto es: 

 

422 LRd −=  

 

 
 

Para cualquier trayectoria circular de radio d ≤  r ≤  R se puede obtener el campo E sobre la 

barra. De la Fig. anterior vemos que: 

θcosEEbarra =  

donde el  
r
d

=θcos  y 
dt
dBrE

2
−= , sustituyendo en la expresión anterior: 

r
d

dt
dBrEbarra ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
 

Simplificando: 

dt
dBdEbarra 2

−=  
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Sustituyendo el valor de d obtenemos: 

 

4
2
1 22 LR

dt
dBEbarra −−=  

 

de esta expresión observamos que el campo eléctrico para cualquier punto de la barra es 

constante. 

 

 

Problema 8.7 

 

Una bobina rectangular de N vueltas de lados l y h gira con una frecuencia f en un campo 

magnético uniforme B como se muestra en la siguiente. Determine el voltaje inducido en las 

terminales de la bobina. 

 
 
Solución: 
 

El flujo magnético está dado  

∫∫ ⋅= sdBB
rr

φ  

 

Evaluando la integral: 

θφ cosBAB =  
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El ángulo tωθ = que es el ángulo entre B y el vector área A ,  que está variando con respecto 

al tiempo, entonces: 

tBAB ωφ cos=  

 

derivando con respecto al tiempo obtenemos la fem que se induce: 

 

tsenBA
dt

d B ωωφε =−=  

 

Sustituyendo el valor de la frecuencia angular νπω 2= y el área de la espira A = lh, se 

obtiene la fem inducida: 

( ) tsenBlh νπνπε 22=  

 

definiendo    

0ε  = voltaje máximo inducido 

 

o sea: 

νπε Blh20 =  

 

Entonces la fem inducida se puede escribir nuevamente por: 

 

tsen νπεε 20=  

 

Problema 8.8 

 

En una región cilíndrica en el espacio de radio a, un campo magnético varía con una rapidez 

dtdB . Calcule el campo eléctrico para trayectorias circulares con radio r mayor que a. (ver 

Fig.). 

 

Solución: 
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De la ecuación 8.6 tenemos: 

dt
dldE Bφ−=⋅∫

rr
 

 

El flujo magnético se determina de la Ec. 6.1. Esto es: 

 

∫ ⋅= sdBB
rr

φ  

 
 

Para este caso: 

ABB =φ  

 

Sustituyendo en la Ec. 8.6 y considerando que sólo B varía con el tiempo, obtenemos que: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅∫ dt

dBA
dt

ABdldE )(rr
 

evaluando: 

dt
dBarE 22 ππ −=⋅  

Simplificando y despejando: 

dt
dB

r
aE
2

2

−=  

 

Problema 8.9 
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Un cilindro (largo) conductor de conductividad σ , de radio  R  y longitud , está rodeado por 

un solenoide de iguales dimensiones que tiene n  espiras por unidad de longitud y está 

recorrido por una corriente 

h

tsenII ω0= . Determine: 

a) El campo magnético creado por el solenoide 

b) El campo eléctrico inducido 

c) La densidad de corriente inducida en el cilindro. 

 

Solución 

 

a) De la ley de Ampere 

encIldB∫ =⋅ 0μ
rr

 

 

dado que BdlldBldB =⋅⇒↑↑
rrrr

, además CteBB ==
r

, luego  

 

NIBldlBBdl∫ ∫ === 0μ  

                              

tsennII
l
NB ωμμ 000 ==  

b) De la ley de Faraday escrita en la forma 

 

dt
dldE BΦ

−=⋅∫
rr

 

donde EdlldEldE =⋅⇒↑↑
rrrr

   (E=Cte), se tiene que  

 

 

[ ]∫∫∫ ∫ ⋅−=== sdB
dt
drEdlEEdl rr

π2  

 

[ ] )(2 BA
dt
dBds

dt
drE −=−= ∫∫π  

 176



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 
 
 

Dado que , y 2rA π= tsennII
l
NB ωμμ 000 == ,  entonces se encuentra  

 

trnI
dt
dBrE ωωμ cos

22 00−=−=  

 

c) Como                                                  EJ σ=  

se obtiene 

trnIJ ωωσμ cos
200−=  

 

Problema 8.10 

Dos rieles conductores forman un ángulo θ  en donde se unen sus extremos Una barra 
conductora en contacto con los rieles y formando un  triángulo isósceles con ellos empieza a 
moverse en el vértice  en el instante 0=t , y se mueve con rapidez constante υ  hacia la 
derecha, como se muestra en la figura. Un campo magnético uniforme B

r
 apunta hacia fuera 

de la página. Determine el flujo y la fem inducida. 
 

υrθ

B
r. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x
)(xb2/θ

2/θ

Solución:  
 
Según la ley de Faraday, la fem inducida está dada por : 
 

                         
dt

d mΦ
−=ε  

donde  
                       ∫∫ ⋅=Φ sdBm

rr
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como el campo es paralelo con el vector área y  B

r
 es constante, se tiene 

 
                                                      )(xBAm =Φ  
 

de la figura se tiene que    bxxA
2
1)( = , reemplazando en el flujo se obtiene  

 

                                            xBbm 2
1

=Φ  

de la figura se encuentra que:  
x

b 2/)2/tan( =θ ,     )2/tan(2)( θxxb =⇒  

 luego 
                                                      )2/tan(2 θxBm =Φ
 
reemplazando en la ley de Faraday, se encuentra  
 

                                                ( ))2/tan(2 θε xB
dt
d

dt
d m −=
Φ

−=   

 
 
                                                  )2/tan(2 θυε Bx−=  
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CAPÍTULO IX 

 

INDUCTANCIA 

 

9.1.  Definición de inductancia 

 

Cuando en un solenoide se hace circular una corriente, comienza a formarse un campo 

magnético en su interior, produciéndose un cambio en el flujo magnético hasta que la corriente 

se estabiliza, éste sería para el caso en que el solenoide se conectaba a una fuente de corriente 

directa, de aquí que en el intervalo de tiempo desde que se conecta el interruptor hasta que se 

estabiliza la corriente, se autoinduce una fem en el solenoide que es directamente proporcional 

a la razón de cambio del flujo magnético y éste a la razón de cambio de la corriente que se 

puede escribir mediante la siguiente expresión: 

 

td
dIL−=ε                                                          (9.1) 

 

donde L es la constante de proporcionalidad que es llamada autoinductancia o inductancia del 

circuito. La ecuación (9.1) es válida para cualquier circuito estacionario, en el cual los cambios 

de flujo magnético resultan de los cambios en la corriente que pasa por el circuito.  

 

De la Ec. (9.1) se pueden obtener las relaciones matemáticas para el cálculo de la inductancia 

a partir de la Ley de Faraday, esto es: 

 

dt
dI

dI
d

dt
d BB φφ

ε −=−=                                         (9.2) 

 

igualando la Ec. (9.1) y (9.2) se obtiene que la inductancia o la constante de inducción se 

define por: 

 
dI

dL Bφ≡                                                               (9.3) 
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Para los casos en que el flujo es directamente proporcional a la corriente la inductancia L es 

igual a: 

IB /Φ . 

Las unidades de la inductancia son volts-seg/ampere, esta unidad se llama Henry, en honor de 

Joseph Henry, científico americano que descubrió la Ley de la Inducción electromagnética en 

la misma época que Faraday. 

Volt-segundo/Ampere = Henry 

 

comúnmente se utilizan submúltiplos de 1 Henry como: 

 

mH (mili Henry) = 10-3 Henrys. 

 

μH (micro Henry) = 10-6 Henrys. 

 

La inductancia se representa simbólicamente por , el instrumento o aparato que tiene cierta 

inductancia en un circuito, se le conoce con el nombre de Inductor. 

L

 

9.2.  Calculo de la inductancia 

 

Para algunos inductores que tienen simetría simple se puede calcular fácilmente su 

inductancia, el caso más sencillo es el del solenoide muy largo y de vueltas muy juntas (con 

núcleo de aire) en el cual se puede determinar el flujo magnético de la Ec. 6.1. 

 

ABsdBB =⋅=Φ ∫∫
rr

 

 

donde A es el área de la sección transversal del solenoide y B el campo magnético como se 

muestra en la Fig.  De la Ec. (7.6) se tenga que el campo magnético en el interior del solenoide 

es: 
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donde i es la corriente en el solenoide y n es el número de vueltas por unidad de longitud, esto 

es n = N / l, por lo tanto, el enlace del flujo magnético en el solenoide es igual al número total 

de vueltas N  por el flujo de una de éstas, es decir, . De la Ec. (9.3) se tiene que: BNφ

)( BN
di
dL φ=  

donde: 

2
0

2

0 l
liANinANBANN B

μμφ ===  

aplicando la Ec. 9.3 tenemos que: 

lAn
l

liAN
di
dL 0

2
2

0
2

μμ
==                                           (9.4) 

 

De la Ec. 9.4, vemos que la inductancia para un solenoide de longitud l y de área A, depende 

de su volumen y del cuadrado de su número de vueltas por unidad de longitud, dependiendo la 

inductancia únicamente de factores geométricos. 

 

9.3.  Energía del campo magnético 

 

Cuando una bobina se conecta a una batería se produce un flujo magnético cambiante hasta 

que se estabiliza la corriente, y por consiguiente, se induce una fem ε , en ese intervalo de 

tiempo; de la definición de inductancia Ec. (9.1) tenemos que: 

td
IdL−=ε  
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para producir esta fem inducida y la corriente se tiene que realizar un trabajo, que lo hace la 

fuente que produce la corriente. La fem inducida aparece en las terminales de la bobina, de 

acuerdo con  Ec. (4.12) se obtiene que la potencia instantánea que nos proporciona la fuente, 

esto es: 

I
dt

dWP ε==  

 

sustituyendo la magnitud de la fem inducida en la Ec. 4.12 obtenemos: 

 

dt
dILI

dt
d

=
ω                                                       (9.5) 

 

Para encontrar el trabajo realizado por la batería que equivale a la energía almacenada en 

forma de campo magnético por la bobina, se integra  el diferencial de energía que se obtiene a 

partir de la Ec. 9.5, y que los diferenciales de tiempo son iguales, entonces: 

 

∫∫ =
==

I

IB dILIdW
0

ω                                                 (9.6) 

 
2

2
1 ILWB =  

 

que es la energía almacenada por el inductor, esta energía, se puede recuperar como la vamos 

a ver en la sección 9.5. La ecuación (9.6) es válida para cualquier inductor, esta ecuación es 

muy similar a la Ec. (5.12) que es la energía potencial eléctrica almacenada por un 

condensador que tiene una diferencia de potencial V. 
2

2
1 VCWE =  

 

9.4.   Densidad de energía del campo magnético 

 

La energía almacenada por un inductor puede expresarse por unidad de volumen, lo que nos 

da el concepto de densidad de energía en el campo magnético, que es un concepto similar al de 
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densidad de energía en el campo eléctrico que se vio en la sección 5,5, el cual se va a 

desarrollar para una bobina larga de longitud l y área A, al considerar que la energía 

almacenada por la bobina está uniformemente distribuida, entonces, se define la densidad de 

energía como: 

volumen
almacenadaEnergíauB =  

 

lA
ILuB

2)2/1(
=  

 

En la Ec. (9.4) se sustituye el valor de la inductancia para una bobina ( ) y se 

obtiene que: 

lAnL 0
2 μ=

lA
AIln

uB

2
0

2
2

1 μ
=  

 

Simplificando y recordando que el campo magnético para un solenoide es inB 0μ=  nos 

queda: 

2

02
1 BuB μ

=                                                        (9.7) 

 

con esta ecuación (Ec. 9.7) es posible definir que en cualquier punto del espacio en el vacío 

donde hay campo magnético B, existe una densidad de energía magnética. Esta ecuación tiene 

validez para cualquier caso donde existe campo magnético. 

 

La densidad de energía de un campo magnético, dada por la Ec. (9.7) es muy similar a la 

densidad de energía del campo eléctrico, dada por Ec. (5.13) 

 

2
02

1 EuE ε=                                                     (9.8) 
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como se puede ver ambas densidades de energía son directamente proporcionales a B y E, 

aunque estas ecuaciones fueron derivadas a partir del solenoide y del condensador de placas 

paralelas (  y  ),  son  válidas en general para cualquier caso en el que exista campo. Eu Bu

 

 

9.5.  Circuitos LR 

 

En la sección 5.6, se estudiaron los circuitos RC, donde se consideraron por primera vez 

corrientes variables en función del tiempo. Los circuitos RL, se comportan en una forma 

análoga, en la Fig. tenemos un circuito RL simple cuando se conecta el interruptor en el punto 

a, la resistencia y la inductancia que están en serie, quedan conectados a fem. 

 
 

Al comenzar a circular una corriente por el circuito, algo que se puede observar 

experimentalmente en el laboratorio, es que si el circuito de la Fig. siguiente no tuviera 

inductancia,  

 
 

la corriente tiende a un valor R/ε  más rápido que cuando tiene inductancia, esto se debe a 

que a medida que va aumentando la razón de cambio de la corriente con respecto al tiempo  

( ) se induce una fem dtdI / Lε ,en la inductancia que de acuerdo a la Ley de Faraday es: 
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td
IdLL −=ε                                                         (9.9) 

 

Se puede realizar un estudio analítico del circuito cuando e1interruptor se conecta en a, 

aplicando la segunda Ley de Kirchhoff se obtiene la siguiente expresión: 

 

0=−− Ri
td
idLε                                                      (9.10) 

que es una ecuación diferencial de primer orden, la cual se puede resolver al tomar como 

condiciones del circuito que para t = 0, I  = 0 y que para un tiempo t, circula una corriente i en 

el circuito. Resolviendo la Ec. (9.2)   

 
 

L
L
RI

dt
dI /ε=+  

 

de donde: 

dtI
RL

RdI ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
ε  

 

Ordenando términos: 

dt
L
R

IR
dI

=
−/ε

 

Integrando:  

dt
RLIR

dI tI

∫∫ −=
− 00 /

1
/ε

 

Se obtiene: 
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]
t

i t
RL

IRLn
0

0 /
1)/( ⎥⎦

⎤−=−ε  

 

evaluando y despejando I se obtiene una expresión para  la corriente que circula en el circuito 

LR  en un tiempo t, esto es. 

[ ]RLteRI /1 −−= ε                                                       (9.11) 

 

la constante L / R se le conoce con el nombre constante de tiempo inductivo y se representa 

por Lτ = L / R. 

 

A partir de la Ec. (9.1) y derivando la corriente con respecto al tiempo en la Ec. (9.9) se 

obtiene la fem Lε  inducida en el inductor, esto es: 

Lt
L e

td
IdL τεε −=−=                                                (9.12) 

 

Al graficar la Ec. (9.9) y (9. 10) se puede observar cómo varía la corriente y la fem inducida en 

el circuito LR. 

 

De la aplicación de la Ley de Kirchhoff a este circuito de descarga se obtiene: 

 

0=− IRLε                                                           (9.13) 
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9.6.  Circuitos LC 

 

En la siguiente figura se tiene un circuito LC, que se va a considerar un circuito ideal, si 

conectamos el interruptor en “a”  el condensador se empieza a cargar hasta llegar a tener, 

como máximo, un voltaje igual al de la fuente, y por consiguiente, se almacena una energía en 

el condensador expresada por la Ec. 5.10 que es igual a: 

C
q

WU c

2
0

2
1==  

donde . CVq 00 =
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A partir del principio de la conservación de energía, se sabe  que la energía total en el circuito 

es constante y es igual a la suma de la energía en el condensador y en el inductor, esto es: 

 

TcL WWW ++  = constante                                             (9.14) 

o 

TWCqiL =+ 2
2

12
2

1  

 

si se deriva esta expresión (Ec. 9.14) con respecto al tiempo se tiene que: 

 

0=+
dt
dqCq

dt
diiL                                                    (9.15) 

 

Simplificando la ecuación (9.15) se obtiene: 

 

0=+
C
q

dt
diL  

 

de la ecuación (9.15) y considerando que 

 

dt
dqI =  

nos queda: 
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01
2

2

=+ q
LCdt

qd                                              (9.16) 

 

que es una ecuación diferencial de segunda orden y comúnmente se le conoce como “ecuación 

armónica”. Para la solución de la Ec. 9.16 puede recurrir a cualquier libro de ecuaciones 

diferenciales ya que no es el propósito de este curso discutir los métodos de soluci6n para la 

Ec. (9.16). 

La solución de la Ec. 9.16 es una función senoidal dada por: 

 

 tqq ωcos0=                                                      (9.17) 

 

Si se toma como condición que para t = 0 la carga en el condensador es . De acuerdo a lo 

que se discutió cuando se planteó el problema, es la solución que más se ajusta,  y 

0q

0q ω  son 

determinadas específicamente para cada problema en cuestión. 

 

Al derivar dos veces la Ec. (9.17) y reemplazarla en la Ec. (9.16), se determina el valor de ω , 

esto es: 

LC
f 12 == πω                                                  (9.18) 

 

El período de oscilación del circuito LC  lo podemos determinar a partir de la ecuación (9.18) 

que es: 

LCT π
ω
π 22
==                                               (9.19) 

 

de la Ec. (9.19) se puede observar que entre más grande sea el condensador el período es 

mayor debido a que tardaría más tiempo en descargarse y cargarse y algo similar sucede con el 

inductor. 

 

De la Ec. (9.17) podemos determinar la corriente en el circuito derivándola, esto es: 
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tsenq
dt
dqI ωω 0−==                                                 (9.20) 

 

de la Ec. (9.20) vemos que la corriente máxima es: 

 

00 qI ω=  

 

en magnitud. 

 

Si se reemplazan las Ec. (9.17) y (9.20) en la Ec. (9.14), se ve  que para cualquier tiempo t la 

energía total en el circuito es constante, esto es: 

 

CqiLUT
2

2
12

2
1 +=  

 

sustituyendo en las ecuaciones (9.17) y (9.20): 

 

t
c
qtsenqLUT ωωω 2

2

2
122

0
2

2
1 cos+=  

como: 

LC
1

=ω  

entonces: 

c
qtsent

c
qUT 2

)cos(
2

022
2

0
2

1 =+= ωω  

como era de esperarse. 

 

En la Fig. se grafican las ecuaciones (9.17) y (9.20) para damos una mejor idea de la variación 

de la corriente y la carga en un circuito LC  ideal. 
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9.7.  Circuitos RLC 

 

Si en el circuito LC se incluye una resistencia como se muestra en la Fig., entonces la energía 

almacenada en el condensador al pasar el interruptor de “a” a “b” parte de la energía 

almacenada por éste, se disipa en la resistencia por el efecto Joule y el resto se almacena en el 

inductor, una vez que se descarga completamente el condensador, entonces el inductor 

comienza a descargar su energía nuevamente y parte se disipa en la resistencia y el resto se 

almacena en el condensador y así periódicamente, hasta que toda la energía que inicialmente 

tenía el condensador se disipa totalmente en la resistencia. 
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Para encontrar la ecuación diferencial del circuito RLC se aplica la segunda Ley de Kirchhoff, 

considerando que el condensador está cargado, el voltaje en el condensador es igual a la suma 

de caídas de voltaje en la resistencia y la inductancia, esto es: 

Ri
dt
diL

C
q

−−=  

reemplazando 
dt
dqi =  nos queda la ecuación diferencial de segundo orden: 

 

012

=++ q
LCdt

dq
L
R

dt
qd                                               (9.21) 

 

La Ec. 9(.21) difiere de la Ec. (9.16) en el término de primer orden que se debe a la resistencia. 

 

La solución de la Ec. (9.21) y que va de acuerdo a lo que se palntea al iniciar la sección, es de 

la siguiente forma: 

teqq t 'cos0 ωα−=                                                 (9.22) 

 

Las constantes α  y 'ω  se escogen de acuerdo a que satisfagan la ecuación diferencial del 

problema en cuestión. Las constantes  α  y 'ω  están dadas por: 

 

L
R

2
=α  

y:  

2

2
1' ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
R

CL
ω  

 

como se puede observar que si el valor de R es cero, entonces, se tiene un circuito LC. 

 

De la Ec. (9.22) vemos que a mayor resistencia en el circuito la carga decrece más 

rápidamente contra el tiempo como se ve en la Fig. que es la gráfica de la Ec. (9.22). 
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A esta condición se le denomina bajo amortiguamiento. Si el circuito RCL, se le conecta a una 

fuente en serie, de tal firma que suministre la energía que disipa la resistencia, a esta condición 

se conoce con el nombre de críticamente amortiguado; si la amplitud en el circuito RCL, va 

aumentando debido a que se está dando más energía al circuito de la que consume, entonces se 

tiene un sobreamortiguamiento. 

 

Problemas resueltos 
 

Problema 9.1 

 

Para una bobina (solenoide) de sección cuadrada, de lado 2 [cm] con 400 vueltas y 20 [cm] de 

longitud. Determine su inductancia. 

 

Solución: 
 

De la ecuación (9.4) se tiene que: 

lAnL 0
2 μ=  

como, 

lnN =  

entonces: 

l
ANL 0

2 μ
=  

sustituyendo valores: 
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2.0
)02.0)(104()400( 272 mL

−×
=

π  

efectuando operaciones: 

.][128 HL μπ=  

 

 

Problema  9.2 

 

Calcule la inductancia de una bobina toroidal de N  vueltas de sección transversal circular de 

área A y con un radio medio a, como se muestra en la Fig.  (Considere que el radio medio es 

mucho mayor que el radio de la sección transversal). 

 

 
 

Solución: 
 

De la Ley de Ampere, ecuación 7.2: 

∫ =⋅ ildB 0μ
rr

 

obtenemos: 

NiaB 02 μπ =  

 

donde N es el número de vueltas, e i la corriente en el embobinado. El flujo que atraviesa cada 

vuelta es: 
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a

ANiBAB π
μφ

2
0==  

 

el flujo total es el que pasa por las N vueltas: 

 

a
ANi

B π
μφ

2

2
0=  

 

de la Ec. (9.3) obtenemos la inductancia, esto es: 

 

a
ANi

di
dL B

π
μφ

2

2
0==  

 

Ejemplo 9.3 

 

Determine la energía almacenada por un toroide de 10.000 vueltas, con una longitud media de 

2 m, y una sección transversal de 20 [cm2], si la corriente que entra al toroide es de 20 

amperes. 

 
Solución: 
 

En el problema 92  se encontró   que la inductancia de un toroide es: 

 

lANL /)( 2
0μ=  

 

donde l es la longitud media o aπ2 . 

 

Para el cálculo de la energía almacenada usamos la ecuación 9.6: 

 

 194



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 
 

2
2

0
2
12

2
1 i

l
AN

iLWU BB ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

μ
 

Sustituyendo valores: 

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×××−×
=

−−

m
mamperemteslaUB 2

102010/104
2
1 2487π  

 

 

Problema 9.4 

 

Determine la densidad de energía del campo magnético para a) r < a,  b) a < r < b y  c) r > b, 

en un conductor muy largo, cilindro de radio b con una cavidad cilíndrica de radio a, como se 

muestra en la Fig., que lleva una corriente i. 

 

 
Solución: 
 

a) Aplicando la Ley de Ampere, Ec. (7.2), se ve que para cualquier trayectoria circular 

cerrada la corriente encerrada es cero, y por lo tanto el campo el campo es cero y por 

consiguiente la densidad de energía para r < a es cero.  

 

b)  De la Ley de Ampere, Ec. (7.3), 

 

∫∫∫ ∫∫ =⋅=⋅ dsJsdJldB 00 μμ rrrr
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        ∫∫∫ =⋅ dsJldB 0μ
rr

   ;    ( )22 ab
I

A
IJ

−
==
π

 

 

evaluando lo anterior  

 ( )
( )22

22

02
ab
arIrB

−
−

=
π
πμπ  

despejando el campo magnético: 

( )
( )22

22
0

2 abr
arI

B
−
−

=
π
μ

 

 

 

para obtener la densidad de energía usamos la Ec. (9.6) y sustituimos el campo magnético: 

 

( )
( )22222

2222
0

0

2

82
1

abr

arIBuB
−

−
==

π

μ
μ

 

 

b) Para calcular  para r > b, de la Ley de Ampere tenemos: Bu

 

∫ =⋅ IldB 0μ
rr

 

evaluando: 

r
I

B
π
μ
2

0=  

Sustituyendo en la Ec. (9.6) obtenemos la densidad de energía, esto es: 

 

22

2
0

0

2

82
1

r
IBuB π

μ
μ

==  

 

Problema 9.5 
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Calcule la energía almacenada por unidad de longitud para a) r < a, b) a < r < b para el 

problema 9.4 

 

Solución: 
 

a) Como  para r < a, entonces la energía almacenada por unidad de longitud es cero. 0=Bu

 

b) La energía almacenada por unidad de longitud la obtenemos de la integral de la densidad 

de energía por un diferencial de volumen, esto es: 

 

∫∫∫== υduWU B  

 

donde drlrd πυ 2=  para un cilindro y sustituyendo por el valor de  del  problema 9.4 b) 

se tiene que: 

Bu

 

( )
( ) ( )

drr
r

ar
ab

lI

rabr

drlrarI
U

b

a

b

a

22

222

2
0

222222

2222
0

48

2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

−

−
= ∫∫ π

μ

π

πμ
 

 

( ) ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
=

b

a
dr

r
arar

ab

lI
U

24
23

222

2
0 2

4π

μ
 

 

Integrando y evaluando: 

 

( )
b

a

rLnarar
ab

lI
U ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
= 4

224

222

2
0

2
2

44π

μ
 

 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

−

−
=

a
bLnabaab

ab

I
lU 1

44
/ 422

44

222

2
0

π

μ
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Problema 9.6 

 

Calcule la inductancia por unidad de longitud, del conductor del problema 9.4. 

 

Solución: 
 

De la Ec. (9.5) tenemos que: 

2
2
1 LIWB =     de donde   2

2
I
WL B=  

 

en el problema 9.5 se encontró  para a < r < b., que es igual a: BW

 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

−

−
=

a
bLnabaab

ab

lI
WB 1

44
422

44

222

2
0

π

μ
 

 

Sustituyendo en la Ec. (9.5) y despejando la inductancia por unidad de longitud, se tiene que: 

 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

−

−
=

a
bLnabaab

ab
lL 1

44
/ 422

44

222
0

π
μ  

 

Observe que si el conductor no fuera hueco, la inductancia por unidad de longitud es 

independiente del diámetro del conductor. 

 

Problema 9.7  

 

En el circuito RL que se muestra en la Fig. determine: 

 

a) La constante de tiempo inductiva.  

b) La corriente que circula en el circuito para t = 10 Lτ .  
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c) La energía almacenada en la bobina para t = 2 Lτ . 

 

Si los valores de ε =10 [V], R = 20[Ω] y L = 2 [mH]. 

 

 
 

Solución:  
 

a) La constante de tiempo inductiva es Lτ = L / R. Sustituyendo valores 

 

].[101
20

102 4
3

s
ohms

hL −
−

×=
×

=τ  

 

b) De la Ec. (9. 9) se tiene: 

( )Lte
R

I τε −−= 1  

 

para t = 10 Lτ  [s], se puede considerar que  es muy pequeño 10−e ( )010 ≈−e , entonces: 

 

5.0==
R

I ε  [A]. 

 

c) Primero se calcula la corriente para t = 2 Lτ  de la Ec. (9.9) y después se sustituye en la 

Ec. (9.6) para determinar la energía. 

 

( ) ( ) 43.015.01 22 =−=−= −− eeRI LL ττε  [A]. 
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Sustituyendo en la Ec. (9.6) se tiene: 

 

( ) ( )23
2

12
2

1 43.0102 −×== ILWB  

 
41085.1 −×=BW   

 

 

Problema 9.8 

 

Para el circuito LC que se muestra en la Fig., ε = 8[V], L = 10-4 [H] y C = 200 [μF]. Después 

de estar conectado por mucho tiempo el interruptor en “a” se cambia a “b”, determine:  

a) La máxima carga almacenada en el condensador. 

b)  b) La corriente que circula en el circuito cuando las energías almacenadas por el 

condensador y el inductor son iguales.  

c) c) El período de oscilación. 

 
 

Solución: 
 

a)   De la ecuación (5.1) se tiene: 
4

00 1016 −×== VCq  [C] 

 

b)   De la ecuación (9.14) se puede escribir: 

 

cqILcqWT
2

2
12

2
12

02
1 +==  
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corno: 

cL WW =  

 

entonces: 

)( 2
02

1
2

12
2

12
02

1 cqLIcq ==  

 

despejando: 

8
2

1
0 ==

LC
qI  [A]. 

 

c)   De la ecuación (9.19), se obtiene: 

 
410222 −×== ππ LCT  [s]. 
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CAPÍTULO X CAPÍTULO X 

  

CORRIENTE ALTERNA (CA) CORRIENTE ALTERNA (CA) 

  

10.1.  Introducción 10.1.  Introducción 

  
Para generar corriente alterna, se puede considerar el caso de una bobina girando en el interior 

de un campo magnético con velocidad angular 

Para generar corriente alterna, se puede considerar el caso de una bobina girando en el interior 

de un campo magnético con velocidad angular ω  constante, esto produce una fem sinusoidal 

en la bobina dada por  

tVV ωsinmax=  
 

donde  es e valor máximo de la fem maxV
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  

 

 

Este tipo de fuente de fem convierte  la energía mecánica en energía eléctrica,  el símbolo que 

se utiliza para representar una fuente de CA es el siguiente. 
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El propósito de este capítulo es estudiar algunos circuitos de CA tales como los que se forman 

al  conectar una  fuente de CA a una resistencia (R), a un condensador (C) o a una bobina (L). 

El objetivo fundamental en todos estos circuitos es determinar la corriente eléctrica I que 

circula (en R, C y L), para posteriormente estudiar un circuito  RLC serie.      

 

10.2. Corriente Alterna en una resistencia 
 
El circuito mas sencillo se compone de una resistencia conectada a una fuente de fem, tal 

como se muestra en la figura.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Para determinar la corriente que circula por la resistencia R,  se utiliza la Ley de Kirchhoff 

escrita en la forma                  0=− Rfuente VV        o      0=− IRV  
 

luego   
R
VI = ,  reemplazando el valor de la fem que entrega la fuente se encuentra 

t
R

V
I R ωsinmax ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  
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Si se define    

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

R
V

I max
max  

Entonces se puede escribir 
tII ωsinmax=  

 
La diferencia de potencial o tensión en la resistencia  está dada por    
 

tRIVR ωsinmax=  
 
Estas dos  última expresiones muestran que tanto la corriente que circula como  la diferencia 

de potencial en  la resistencia están  en fase con la tensión que entrega la fuente, tal como se 

muestra en la figura en donde se representa: )(tfVR =  curva café, e I = f(t) curva morada. 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

10.3. Corriente Alterna en un condensador 

 
En la figura se muestra un condensador C conectado a una fuente de CA 
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Aplicando la Ley de Kirchhoff al circuito de la figura anterior, se tiene que: 
   

0=− Cfuente VV  
 
Sustituyendo los valores respectivos se tiene  
 

0sinmax =−
C
qtV ω  

luego  
tVCq ωsinmax=  

 

Derivando con respecto al tiempo se encuentra que la corriente que circula por el condensador 

está dada por  

tVC
dt
dqI ωω cosmax==  

o 

)2/sin(
)/(1

max πω
ω

+= t
C

V
I  

 

Reactancia capacitiva o capacitancia: Se define la reactancia capacitiva como   
 

C
X C ω

1
=  

reemplazando se encuentra  

)2/sin(max πω += t
X

V
I

C

 

si se define  

CX
V

I max
max =  

Entonces                                               )2/sin(max πω += tIIC  

 

La diferencia de potencial en el condensador se atrasa respecto de la corriente que  pasa 

por él.  

090
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En la siguiente figura se muestran los gráficos )(tfVC =  curva café, e I = f(t) curva morada. 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

10.4. Corriente Alterna en una bobina 

 
En la figura se muestra una bobina  L  conectada a una fuente de CA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Aplicando la Ley de Kirchhoff al circuito de la figura anterior, se tiene que 0=− Lfuente VV  
 

donde   
dt
dILVL = ;  Sustituyendo los valores respectivos se tiene   tV

dt
dIL ωsinmax=  

 
Separando variables e integrando se encuentra 
    

∫∫ = dtt
L

V
dI ωsinmax  

)2/sin(cos maxmax πω
ω

ω
ω

−≡−= t
L

V
t

L
V

I  
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Reactancia Inductiva o inductancia: Se define la reactancia inductancia como  LX L ω=  
 

reemplazando se encuentra              )2/sin(max πω −= t
X

V
I

L

 

si se define  

LX
V

I max
max =  

Entonces  
)2/sin(max πω −= tII L  

 
La diferencia de potencial en la bobina  se adelanta a la corriente que pasa por ella en . 090
 
En la siguiente figura se muestran los gráficos )(tfVL =  curva café, e I=f(t) curva morada 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

En la siguiente figura se muestra en forma de resumen las diferencias de potenciales en cada 

uno de los elementos.  
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10.5. Circuito RLC (Serie) 

 
En la figura se muestra un circuito RLC serie, por tratarse de un circuito serie la corriente que 

circula es la misma en R,  y   LX CX

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Aplicando la Ley de Kirchhoff al circuito, se puede escribir  
 

FuenteCLR VVVV =++  
 
donde 
 

dt
dqRRIVR ≡=        es la diferencia de potencial en la resistencia (R) 

2

2

dt
qdL

dt
dILVL ≡=    es la diferencia de potencial en la bobina (L) 

C
qVC =                      es la diferencia de potencial en el condensador (C) 

tVVFuente ωsinmax=   es la diferencia de potencial aplicada  por la fuente de CA 

 
Sustituyendo los valores anteriores, se encuentra que la ecuación diferencial que describe a un 

circuito RLC serie está dada por 
 

tV
C
q

dt
dqR

dt
qdL ωsinmax2

2

=++  

 
La solución de esta ecuación diferencial muestra que la corriente que circula por el circuito 

puede ser expresada en la forma 
 

)(max φω −= tsenII  
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donde 
 
φ  representa la diferencia de fase entre el potencial de la fuente y la corriente del circuito, y 

está definido como  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

R
XX CLarctanφ  

 
No obstante que el método de las ecuaciones diferenciales para describir el comportamiento 

del circuito es correcto, es más mas conveniente y sencillo utilizar el método de fasores 

 
Diagrama de fasores  para  CL VV >

 
Aunque ni  la diferencia de potencial ni la intensidad de corriente son vectores, éstos pueden 

ser representados  por unos vectores bidimensionales que son llamados fasores. 

 
Otra forma de obtener los resultados anteriores es mediante la utilización de fasores, para esto 

es conveniente escribir la diferencia de potencial  en cada elemento (resistencia, bobina y 

condensador), las cuales al aplicar loa ley de Ohm están dadas respectivamente por 
 

IRVR =    (Diferencia de potencial en la resistencia) 

LL IXV =  (Diferencia de potencial en la bobina) 

CC IXV =  (Diferencia de potencial en el condensador) 

                
El diagrama  de fasores para , está representado en las siguientes figuras  CL VV >

maxmax )()( CL VV −

RV

V
φ

 

max)( RVmax)( RV

max)( CV

max)( LV

maxmax )()( CL VV − 090+

090− RV

LV

CV

 

 213



Capítulo X: “Corriente Alterna”                                                            J. Pozo, A. León  y R.M. Chorbadjian. 
 

La diferencia de potencial en la resistencia está en fase con la corriente que pasa por la 

resistencia (figura anterior lado izquierdo). La diferencia de potencial en la bobina 

(inductancia) se adelanta a la corriente que pasa por la bobina en . La diferencia de 

potencial en el condensador se atrasa a la corriente que  pasa por el condensador. Cuando 

el circuito es inductivo, . En esta caso la corriente I se adelanta a V . 

090
090

CL XX > CL VV >

 
De la figura anterior (lado derecho), según el teorema de Pitágoras  se tiene que  
 

2
maxmax

2
maxmax ])()[()( CLR VVVV −+=  

 
R
 

eemplazando lo valores máximos respectivos se tiene 

2
maxmax

2
maxmaxmax )()( CL XIXIRIIV −+=  

 
T
 

ambién de esta misma figura se encuentra que 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

max

maxmax

)(
)()(

arctan
R

CL

V
VV

φ  

ecuación que es equivalente a  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

R
XX CLarctanφ  

Diagrama de fasores  para  LC VV >

 
Cuando el circuito es capacitivo, . En esta caso la corriente I se atrasa a 

 (ver figura) 

LC XX > LC VV >

VΔ
 

maxmax )()( LC VV −

max)( CV

max)( LV

max)( RV

090+
090−

maxV

φ

maxmax )()( LC VV −

max)( RV
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Cuando , se encuentra que LC XX >
 

2
maxmax

2
maxmax ])()[()( LCR VVVV −+=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

macR

macLmacC

V
VV

)(
)()(

arctanφ  

 
El ángulo de fase puede ser positivo o negativo que es lo que determinala naturaleza del 

circuito 

22
maxmax )( CL XXRIV −+=  

                            
Impedancia (Z ).  La impedancia se define como 
 

22 )( CL XXRZ −+=  
 
teniendo presente las definiciones de las reactancias 
 

C
X C ω

1
=      y     LX L ω=  

 
se tiene 

2
2 1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

C
LRZ

ω
ω  

 

Reactancia del circuito: la cantidad  ( CL XX − ) recibe el nombre de reactancia del circuito y 

se representa por  X 

CL XXX −=  
 
Entonces la impedancia se puede escribir en términos de la reactancia del circuito en la forma 
 

22 XRZ +=  

 
Por otro lado,  ecuaciones anteriores  puede escribir 
 

ZIV maxmax =  

Z
V

I max
max =  
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10.6. Resonancia 
 

Una característica útil de un circuito RLC serie conectado a una fuente de CA es el fenómeno 

de resonancia. Por otro lado, teniendo presente la ecuación  para la amplitud de la corriente 
 

22

maxmax
max

)( CL XXR

V
Z

V
I

−+
≡=  

          

donde   
C

X C ω
1

=   y   LX L ω= , es fácil ver que existe una frecuencia para  cual LC XX = , 

que hace mínima la impedancia  RRZ =+= 22 0 . Esta frecuencia recibe el nombre de 

frecuencia angular de resonancia se representa por 0ω  y se define a partir de    
 

LC XX =                   ⇒ L
C 0

0

1 ω
ω

=  

Luego                                                      
LC
1

0 =ω  

Cuando 0ωω =  la amplitud de la corriente tiene su máximo valor dado por 
R

V
I max

max = . 

También es importante destacar que 0ω  se conoce como frecuencia natural del circuito. 

 
En la siguiente figura se muestra )(max ωfII m =≡ para dos circuitos RLC  en serie, conectado 

a una fuente de CA,  (i)  ][100 Ω=R  e  (ii)  ][200 Ω=R , para ambos circuitos se tiene que: 

,   y ][100max VV = ][0.1 mHL = ][0.1 nFC =  
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10.7. Circuito RLC (paralelo) 
 

En la figura se muestra un circuito RLC paralelo  

 

En este circuito el potencial en cada elemento es el mismo (en fase y amplitud), esto requiere 

que las corrientes sean diferentes. Las amplitudes de las corrientes individuales están dadas 

por 

R
V

I R
max

max )( =  

)/(1
)( max

max C
V

I C ω
=  

L
V

I L ω
max

max )( =  

 
La magnitud de la corriente se determina utilizando la relación  
 

LCR IIII )()()( maxmaxmaxmax ++=  
 
Sustituyendo los valores respectivos (teniendo presente el diagrama de fasores), se encuentra 
 

Z
V

I max
max =  

donde  
2/12

2

1111
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

LC XXRZ
 

 

notamos que los signos de  y  están cambiados en comparación con los del  circuito 

serie. Esto resulta debido a  que las fases de los potenciales son iguales para el circuito 

CX LX
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paralelo comparadas con fases iguales de la corriente para el caso serie en donde se cumple 

que 

[ ]SERIELCR IIII )()()( maxmaxmaxmax ===  
 

La corriente para el circuito RLC paralelo viene dada por  
 

)sin(max φω −= tII  
 
donde  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
R

XX LC

/1
/1/1

arctanθ  

 

10.8. Potencia en circuito de corriente alterna 

 
La potencia instantánea para el circuito RLC serie está dada por  
 

VIP =  
 
donde   tVV ωsinmax=  e )sin(max φω −= tII , Reemplazando estos valores se encuentra 
 

)sin()sin( maxmax φωω += tItVP  
 

)cossincos(sinsinmaxmax tttIVP ωφφωω −=  
 

)sincossincos(sin 2
maxmax φωωφω tttIVP −=  

 
Promediando temporalmente se tiene que la potencia media está dada por  
 

)sincossincos(sin 2
maxmax φωωφω tttIVPP m −=≡  

 
Por otro lado, sabiendo que el promedio temporal de una función , está dada por  )(tf

dttftf ∫=
τ

τ 0

)(1)(  

se encuentra que 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≡−=

τ

ω
τ

ωω
0

2 )2cos(
2
1

2
11)2cos(

2
1

2
1sin dtttt  

Integrando se encuentra  

2
1sin 2 =tω  
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De igual forma se obtiene que            0cossin =tt ωω  
 

Luego                                                 φcos
2
1

maxmax IVPm =  

 

10.9. Valores efectivos o rms  para la corriente y el potencial 

 
Generalmente cuando se especifica un  valor de potencial alterno o de corriente alterna, se 

trata de del valor cuadrático medio (rms), los voltímetros y amperímetros de alterna, están 

calibrados para indicar estos valores    

 
La  raíz cuadrada del valor medio del cuadrado de la corriente corresponde a o , 
entonces 

rmsI efectivoI

2
max2 I

II rms =≡  
 
Del mismo modo se puede obtener 

2
max2 V

VVrms =≡  

 
Los valores efectivos o rms (root mean square)  que en español  representa a la  “raíz 

cuadrática media”  indica que se trata de la de la raíz cuadrada del valor medio del 

cuadrado de la corriente o del potencial.   

 
El valor instantáneo de 2I  está dado por  
 

)(sin)( 22
max

2 φω −= tII  
 
E
  

l valor medio del cuadrado de la corriente se expresa como 

)(sin)()(sin)( 22
max

22
max

2 φωφω −=+= tItII  
 

como  
2
1)(sin 2 =−φω t ,  se encuentra 

2
max2 I

II rms =≡  

En forma análoga se encuentra  

2
max2 V

VVrms =≡  
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10.10. Transformadores 

 
Un transformador de corriente alterna es un dispositivo de inducción que está compuesto por 

dos bobinas de alambre devanadas en un núcleo de hierro, tal como se muestra en la figura.          

 

La bobina de la izquierda tiene  vueltas y se denomina primario,  esta bobina se  conecta a 

la fuente de voltaje o potencial alterno. La bobina de la derecha recibe el nombre de 

secundario,  está formada por  vueltas y se conecta a una resistencia de carga R .   

PN

SN

 
La misión que cumple el núcleo de hierro es aumentar el flujo magnético que pasa por la 

bobina, y proporcionar un medio en el cual casi todo el flujo que pase por una bobina pase 

también por la otra. De la Ley de Faraday se puede escribir  
  

dt
dNV B

PP
Φ

−=  

 
donde  es el flujo magnético que pasa por cada vuelta, asumiendo que el flujo que 

atraviesa cada vuelta del  primario es el mismo que pasa por cada vuelta del  secundario, se 

tiene  

BΦ

dt
dNV B

SS
Φ

−=  

Despejando 
dt

d BΦ de una de las ecuaciones y reempezándola en la otra se encuentra  

P
P

S
S V

N
N

V =  
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Transformador de subida o elevador:  
 
Cuando , se obtiene  que  , entonces se tiene un transformador elevador PS NN > PS VV >

 
Transformador de bajada o reductor:  
 
Cuando , se tiene  que  PS NN < PS VV <   (transformador de bajada) 

 
En la figura anterior, letra b) se muestra un diagrama de circuito para un transformador.  

 

10.11. Problemas resueltos 

 
Problema 10.1  

 
A partir de  . Demuestre que  la diferencia de potencial entre los elementos 

R, L y C se puede escribir en la forma: 

CLR VVVV ++=

)sin(max φω −= tVV  y que la corriente toma la forma 

tII ωsinmax=    donde   22
maxmax )( CL XXRIV −+=      y     ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

R
XX CLarctanφ .   

 
Solución: 
 
Sabiendo que  
 

)2/sin(:)2/sin(:sin maxmaxmax πωπωω +=−== tXIVtXIVtRIV CCLLR  
 

Escribamos las diferencias de potenciales en forma genérica como sigue: 
 

)( 111 φω += tsenAV    :        )( 222 φω += tsenAV    ;   )( 333 φω += tsenAV  

 
Donde:          ;          ;        RIA max1 = LXIA max2 = CXIA max3 =     

               01 =φ               ;       2/2 πφ −=       ;          2/3 πφ =  
 
Por simplicidad determinemos primero 

2112 VVV +=  
 

 sustituyendo y aplicando la propiedad βφφβφβ coscos)( sensensen +=+ , se tiene 
           

)coscos()coscos( 22211112 tsentsenAtsentsenAV ωφφωωφφω +++=  
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factorizando 
tsenAsenAtsenAAV ωφφωφφ cos)()coscos( 2211221112 +++=  

definiendo 
2211 coscoscos φφφ AAA +=   (*) 

 2211 φφφ senAsenAAsen +=     (**) 

 
elevando al cuadrado las ecuaciones anteriores y luego sumando, se  obtiene 
 

)cos(2 1221
2
2

2
1

2 φφ −++= AAAAA  
 
d
 
ividiendo (*)  y  (**) se encuentra 

2211

2211

coscos
tan

φ
φφ

φ
AA

senAsenA
+
+

=  

 
con lo cual la ecuación de la onda resultante se puede escribir en la forma 
 

)(12 φω −= tAsenV  
 
Para el caso general que se considere un número superior a dos funciones sinusoidales se 

puede escribir  

∑
∑

=
i ii

i ii

A

senA

φ

φ
φ

cos
tan  

∑∑∑ −+=
i j

ijji
i

i AAAA )cos(222 φφ  

 
Teniendo presente el desarrollo anterior, para el caso de tres funciones sinusoidales se tiene lo 

siguiente 

)(max φω −= tsenVV  
donde  

)cos(2)cos(2 23321221
2
3

2
2

2
1

2
max

2 φφφφ −+−+++=≡ AAAAAAAAV  
 

332211

332211

coscoscos
tan

φφφ
φφφ

φ
AAA

senAsenAsenA
++
++

=  

 
Sustituyendo los valores respectivo se encuentra 
 

)cos(2)2/cos(2)()()( max
2

max
22

max
2

max
2

max
2

max ππ CLLCL XXIRXIXIXIRIV +−+++=  
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CLCL XXIXIXIRIV max
22

max
2

max
2

max
2

max 2)()()( −++=  
 

2
maxmax

2
max

2
max )()( CL XIXIRIV −+=  

Luego 
22

maxmax )( CL XXRIV −+=  
 
Sustituyendo los respectivos valores en la expresión para el ángulo, se encuentra que la fase 

está dada por  
  

RIA max1 =        ;          ;        LXIA max2 = CXIA max3 =  

01 =φ               ;       2/2 πφ −=       ;        2/3 πφ =  

 

0cos
)2/()2/(0

tan
max

maxmaxmax

RI
senXIsenXIsenRI CL ππ

φ
+−+

=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

R
XX CLarctanφ  

Problema: 10.2 

 
En un circuito RLC en serie ][512 Ω=R , ][193 mHL = , ][3.19 FC μ= , un generador de CA a 

 entrega al circuito una corriente máxima (pico) de . ][70 Hz ][313 mA
 
a) Determine el voltaje máximo (pico) requerido. 

b) Calcule el ángulo con el cual la corriente en el circuito se adelanta o atrasa respecto al 

voltaje aplicado. 

 

Solución:  
 
a)   El voltaje máximo está dado por  22

maxmax )( CL XXRIV −+=  
 
En este caso 
 

][313max mAI = ,    LX L ω=   ( πνω 2=   ;   ][70 Hz=ν ),  )/(1 ωCX C =  

 
Sustituyendo los valores respectivos, se encuentra 
 

][6.160max VV =  
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b)   El se determina a partir de  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

R
XX CLarctanφ  

Luego 
068.3−=φ  

 
Dado que el ángulo de fase es negativo, significa que la corriente se adelanta con respecto al 

voltaje. 

 

Problema 10.3 
 
Un generador de CA con  y ][412max VV = ][82 Hz=ν  se conecta a los extremos del   sistema 

que se muestra en la figura  

 
( ][82 Ω=R , ][270 mHL = , ][11 FC μ= ). 

  

Determine los siguientes voltajes máximos (picos). 
 
a)                                                        max)( RV

b)   max)( LV

c)   max)( CV

d)   max)( LCV

 

Solución:  
 
Primero determínenos los valores de las reactancias LX L ω=  y )/(1 ωCX C =  dado que 

πνω 2= , se tiene 
 

][11.1392 Ω== LX L πν            ;           ][45.176)2/(1 Ω== CX C πν  
 
La impedancia es  

][10.90)( 22 Ω=−+= CL XXRZ  
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La corriente máxima está dada por 
 

][57.4max
max A

Z
V

I ==  

 
a)  La diferencia de potencial en la resistencia se determina a partir de   
 

][74,374)( maxmax VRIVR ==  

 
b)  La diferencia de potencial en la bobina viene dada por   
 

][73.635)( maxmax VXIV LL ==  

 
c)  La diferencia de potencial en el condensador  viene dada por   
 

][38.806)( maxmax VXIV CC ==  

 
d) La diferencia de potencial entre el extremo izquierdo de la bobina y extremo derecho del 

condensador  viene dada por   
 

maxmax
2

maxmaxmax )()(])()[()( CLCLLC VVVVV −=−=  

][65.170][38.80673.635)( max VVVLC =−=  

 
Comentario: Es fácil ver que la diferencia de potencial entre los extremos del circuito esta 

dada por  

2
maxmax

2
maxmax ])()[()( CLR VVVV −+=  

 
Sustituyendo valores se encuentra (aproximadamente) el valor que entrega la fuente 
 

][77.411)65.70()74.374( 22
max VV =+=  

 
Problema 10.4 
  

Para el circuito de la figura, la salida del  generador está dada por  . 

Determine: 

])[350sin(4.31)( VttV =

 
a) La potencia promedio entregada al circuito por la fuente de poder. 

b) La potencia promedio disipada por la resistencia. 
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Los datos son: ( ,  ,  ][2.45 Ω=R ][2.17 mHL = ][23.6 FC μ= ),   
 

 
Solución: 
 

a)  Dado que , se tiene que: ,    ])[350sin(4.31)( VttV = ][4.31max VV 350=ω  
 
Reemplazando los valores de LX L ω= ,   )/(1 CX C ω=  y R se encuentran los siguiente 

resultados 

][64.452)( 22 Ω=−+= CL XXRZ  
 

][1037.69 3max
max A

Z
V

I −×==  

 
03.84arctan −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
R

XX CLφ  

 
L
 

a potencia promedio está dada por  

φcos
2
1

maxmaxVIPm =  

 
Sustituyendo valores se encuentra 
 

][17..108])[3.84cos()4.41)(1037.69(
2
1 3 mWmWPm =−×= −  

 

b) Dado que la potencia entregada al circuito se consume únicamente en la resistencia por 

efecto Joule, entonces la potencia promedio disipada por la residencia es 

   
][17..108)( mWP Rm =  
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Problema 10.5 

 
P
 

ara el circuito RLC serie de la figura. Determine: 

a) El voltaje aplicado  ( ) maxVVT =

b) El ángulo de fase  

c) El diagrama de fasores de voltaje (Dibuje)   
 

 
Solución: 
 
a)  El voltaje aplicado esta dado por  
 

2
maxmax

2
maxmax ])()[()( CLR VVVV −+=  

 
 En esta caso se tiene que 
 

22 )( CLRT VVVV −+=  
donde 

 
][8)4)(2( VAIRVR =Ω==  

][39)5.19)(2( VAIXV LL =Ω==  

][24)12)(2( VAIXV CC =Ω==  

R
 

eemplazando, se encuentra 

][17][)3439(8 22 VVVT =−+=  
 

b)  Utilizando la ecuación para el ángulo de fase ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

R

CL

V
VV

arctanφ  
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Se obtiene                                 09.61)88.1arctan(
8

2439arctan ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=φ  
 
Luego I se atrasa con respecto a  TV
 

c) Teniendo presente los resultados anteriores, el diagrama de fasores para el voltaje está 

dado por la siguiente figura 

 

 

 

 

  
 
 
 
Problema 10.6 

 
Una resistencia de , una reactancia inductiva de ][400 Ω=R ][50 Ω=LX y una reactancia 

capacitiva de  se conectan en paralelo a una línea de CA , tal como 

se muestra en la figura: Determine: 

][40 Ω=CX ][120 VVT =

 
a) Los fasores de las corrientes en cada rama. 

b) La corriente total. 

c) El ángulo de fase y la impedancia Z. 

d) Diagrama  de favores. 

 
 

Solución: 
 

a
 
)  Las corrientes respectivas, están dadas por: 

R
V

I R
max

max )( =       ;   
L

L X
V

I max
max )( =        ;       

C
C X

V
I max

max )( =  
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Para este caso se puede escribir 

][3.0
400
120 AV

R
VI T

R =
Ω

==  

][4.2
50
120 VV

X
VI

L

T
L =

Ω
==  

][0.3
40

120 AV
X
VI

C

T
C =

Ω
==  

 
b)  Dado que el circuito es capacitivo ( ). A partir de la expresión  CL XX >

 
2

maxmax
2

maxmax ])()[()( LCR IIII −+=  
se obtiene  

][671.0][)4.20.3()3.0( 22 AAIT =−+=  
 

c)  Utilizando la relación                    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

R

LC

I
II

arctanθ  

se encuentra que el ángulo de fase es 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
3.0

4.20.3arctanθ  

04.63=θ  

Luego I se adelanta a con respecto a   TV

La impedancia se puede obtener a partir de la expresión  
Z

V
I max

max =  

][179
max

max Ω=≡=
T

T

I
V

I
V

Z  

 
d)  El diagrama de fase queda  representado por la siguiente figura 
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CAPÍTULO XI 

 

ECUACIONES DE MAXWELL Y ONDAS ELECTROMAGNETICAS 

 
 11.1.  Campos eléctricos variables y campos magnéticos inducidos 
 
Según la Ley de Faraday cuando un campo magnético varía en función del tiempo,  induce un 

campo eléctrico que está dado por 

∫∫∫ ⋅
∂
∂

=−=⋅ sd
t
B

dt
dldE B r

r
rr φ                                          

 
Se observa también  que algo similar sucede cuando varía un campo eléctrico en función del 

tiempo, éste nos induce un campo magnético cuya  ecuación (similar a la anterior) se expresa en 

la forma siguiente 

sd
t
E

t
ldB E r

r
rr

⋅
∂
∂

=
∂
∂

=⋅ ∫∫ 0000 εμφεμ                                (11.1) 

 

Donde el término 
t
E

∂
∂φε0  , tiene la función de corriente al compararla con la Ley de Ampere. 

 
 

Experimentalmente podernos comprobar que un campo eléctrico variable nos induce un campo 

magnético, consideremos un circuito RC con una fem (ε ) como se muestra en la figura anterior, 

al conectar el interruptor en “a” comienza a cargarse el condensador y a medida que se carga, el 

campo eléctrico entre placas va aumentando hasta llegar a un valor máximo, en el intervalo de 

tiempo en el que se carga el condensador varía el flujo eléctrico con respecto al tiempo y aparece 

el termino 
t
E

∂
∂φ  que multiplicado por 0ε  tiene unidades de corriente. La dirección del campo 

 210



“Tópicos de Electricidad y Magnetismo”                                                                       J.Pozo y R.M. Chorbadjian. 
 
 
magnético inducido se puede determinar a partir de la regla de la mano derecha tal como se 

muestra en la siguiente figura.  

 
 
 

11.2. El aporte de Maxwell (Ley de Ampere-Maxwell)  
 
Se sabe que  existen dos formas de producir campos magnéticos:  

a) A través de corrientes continuas como lo establece la Ley de Ampere  

b) Mediante un campo eléctrico variable en el tiempo.  

 

Cabe destacar que fue Maxwell  quien modificó la Ley de Ampere introduciéndole la corriente 

de desplazamiento ( ), siendo ésta una de sus mayores contribuciones a la electricidad y 

magnetismo, la corriente de desplazamiento se debe a la variación del campo eléctrico en 

función del tiempo, con lo cual la ecuación de Ampere generalizada (Ampere-Maxwell) se 

escribe en  la  forma siguiente: 

di

 

dIIldB 00 μμ +=⋅∫
rr

                                              (11.2) 
 
donde  

                                                             
t

I E
d ∂

∂
=

φ
ε 0                                                        (11.3) 

Luego: 
 

t
IldB E

∂
∂

+=⋅∫
φ

εμμ 000

rr
                           (11.4) 

 
La relación  anterior que se conoce con el nombre de ecuación de  Ampere-Maxwell. 
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11.3 Ecuaciones de Maxwell 

 

Fue James Clerk Maxwell en 1865, quien resumió en un conjunto de ecuaciones la 

generalización de los experimentos electromagnéticos observados, éstas son: Ley de Gauss de la 

electricidad ( de la cual se deriva la Ley de Coulomb), Ley de Gauss del magnetismo, Ley de 

Ampere (modificada posteriormente por Maxwell) y la Ley de Faraday (Ver problema 1).  Las 

cuales se representan matemáticamente (en forma diferencial) a través de: 

 
 

Forma diferencial Ley de Gauss (Eléctrica) 

            
0ε
ρ

=⋅∇ E
rr

                   (1) 

 

Forma diferencial Ley de Faraday 

             
t
BE
∂
∂
r

rr
−=×∇                (3) 

 

Forma diferencial Ley de Gauss (Magnética) 

          0=⋅∇ B
rr

                  (2) 

 

Forma diferencial Ley de Ampere-Maxwell 

t
EJB
∂
∂εμμ
r

rrr
000 +=×∇         (4) 

 

 

Donde: ε 0  y μ 0  representan la permitividad y permeabilidad del vacío respectivamente,  

,   ,    ε 0

r r
E D=

r r
B H= μ 0

r r
J E= σ  ,    

υ
ρ

d
dq

=  ,  200
1
c

=εμ  

 

Ecuaciones de Maxwell en el vacío ( 0=ρ ; 0=J
r

) 

 
                                      (1) 0=⋅∇ E

rr
   

t
BE
∂
∂
r

rr
−=×∇                  (3) 

                0=⋅∇ B
rr

                 (2) 
t
EB
∂
∂εμ
r

rr
00=×∇              (4) 

 

 

 

11.4 Energía electromagnética:   

La densidad de energía eléctrica  está dada por: 
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u E EE = ≡
1
2

1
20

2ε D⋅
r r

 

 

En forma similar, la densidad de energía magnética se escribe como:   

u B BB = ≡
1

2
1
20

2

μ
H⋅

r r
 

 

En una región del espacio libre (vacío) donde existe campo eléctrico y campo magnético, la  

densidad de energía electromagnética está dada por:  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+= 2

0

2
0

1
2
1 BEuuu BE μ

ε  

 

y la energía electromagnética  se expresa como:  

            

                                  υυ dHBDEduuU BE )(
2
1)(

rrrr
⋅+⋅≡+= ∫∫∫∫∫∫  

 

11.5 Vector de Poynting  

En la próxima sección se obtendrán las ecuaciones de ondas electromagnéticas, siendo una de las 

características más importantes de estas ondas que son capaces de transportar energía de un 

punto a otro. El  vector que nos entrega la dirección y la magnitud de la rapidez del flujo de 

energía electromagnética, por unidad de área y por unidad de tiempo, recibe el nombre de vector 

de Poynting y se define como:  

 

BEcBEHES
rrrrrrr

×=×≡×= 0
2

0

1 ε
μ
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11.6 Ondas electromagnéticas: 

 

Una de las aplicaciones más importantes de las ecuaciones de Maxwell, es la obtención de las 

ecuaciones de las ondas electromagnéticas; en las cuales se muestra que los campos eléctricos y 

magnéticos pueden propagarse en el espacio, en forma de ondas electromagnéticas. 

Las ecuaciones de ondas electromagnéticas en el espacio libre (ρ = 0 , J = 0 ) se obtienen de la 

siguiente manera: 

Al aplicar  rotor a la ecuación de Maxwell (3)  se escribe: 

                                            
t
BE
∂
∂
r

rrrr
×∇−=×∇×∇ )(  

Dado que ),( trBB rrr
= , también se puede escribir                             

)()( B
t

E
rrrrr

×∇−=×∇×∇
∂
∂

 

reemplazando  por (4) se tiene: B
rr

×∇

 

r r r
r

∇ × ∇ × = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟( )E

t
E
t

μ ∂
∂

ε ∂
∂0 0  

 

Por otro lado, aplicando al primer miembro de la ecuación anterior, la propiedad de los 

operadores diferenciales vectoriales:   

 

                              EEE
rrrrrrr

2)()( ∇−⋅∇∇=×∇×∇  

 

y luego, teniendo presente la ecuación de Maxwell  para el vacío es 
r r
∇ ⋅ =E 0 , se encuentra: 

 

2

2

00
2

t
EE

∂
∂εμ

r
r
=∇  
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que es la ecuación de onda que corresponde al campo eléctrico. Trabajando  en forma similar,  

después de aplicar rotor a la ecuación (4) y desarrollar,  para el campo magnético se encuentra 

una ecuación similar que está dada por: 

     

2

2

00
2

t
BB

∂
∂εμ

r
r
=∇  

 

Estas ecuaciones muestran la dependencia temporal de los campos eléctricos y magnéticos, cabe 

destacar la importancia que tiene el término incorporado por Maxwell (a la ecuación de Ampere) 

de corriente de desplazamiento en la obtención de estas ecuaciones.   

 

Por otro lado, si comparamos la forma de las dos ecuaciones anteriores con la ecuación 

diferencial de una onda tridimensional,  cuya forma es 

                                            

                                   2

2

2
2 1

t∂
ψ∂

υ
ψ =∇      para   ),( trrψψ =   (onda escalar cualquiera) 

                                  2

2

2
2 1

t
AA

∂
∂

υ

r
r
=∇       para   ),( trAA rrr

=   (Onda vectorial cualquiera) 

 

vemos que el caso vectorial tienen  la misma forma y estructura, siempre que se cumpla que 

υ μ= 1 0 0/ ε . Si se asignan los valores numéricos a ε 0  y μ 0 , se encuentra que  

que coincide con el valor encontrado por Fizeau para la velocidad de la luz (en el vacío). De esta 

forma, el campo eléctrico y el campo magnético se pueden acoplar juntos como una sola onda 

electromagnética que se propaga a través del espacio con una velocidad igual a la de la velocidad 

de la luz en el vacío (

υ ≈ ×3 108 m s/ ,

υ = c ), con lo cual se concluye que la luz es una onda electromagnética.   
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Problemas  resueltos: 
 

Problema 11.1 

Obtenga las ecuaciones de Maxwell escrita en forma diferencial, a partir de  las leyes básicas  

de:  Gauss (eléctrica y magnética),  de Faraday y de Ampere- Maxwell.  

 

Solución 

 
La ley de Gauss (eléctrica) escrita en forma integral está dada por 
 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ==⋅
υυ

υερυρ
ε

ddsdE )/(1
0

0

rr
 

 
Utilizando el teorema de la divergencia 
 

υdEsdE∫∫ ∫∫∫ ⋅∇=⋅ )(
rrrr

 
 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 

(1)                                            
0ε
ρ

=⋅∇ E
rr

  (Primera ecuación de Maxwell) 

 
 
La ley de Gauss (magnética) escrita en forma integral está dada por 
 

0=⋅∫∫ sdB rr
 

 
Utilizando el teorema de la divergencia 
 

υdBsdB∫∫ ∫∫∫ ⋅∇=⋅ )(
rrrr

 
 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 
 
(2)                                        (Segunda ecuación de Maxwell) 0=⋅∇ B

rr

 
 
 
 Ley de Faraday  en forma diferencial  forma integro-diferencial tiene fa forma 
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dt
dldE Bφε −=⋅= ∫

r
 

 
donde   ∫∫ ⋅= sdBB

rr
φ , sustituyendo en la expresión anterior, se tiene 

 
 

( ) sd
t
BsdB

dt
dldE r

r
rrr

⋅
∂
∂

−≡⋅−=⋅ ∫∫∫∫∫ )(  

 
 
Utilizando el teorema de Stokes 
 

∫ ∫∫ ⋅×∇=⋅ sdEldE rrrrr
)(  

 
 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 
 

(3)                                         
t
BE
∂
∂

−=×∇
r

rr
   (Tercera ecuación de Maxwell) 

 
 

La ley de Ampere-Maxwell  escrita  en forma integro diferencial   tiene fa forma 
 

t
IldB E

∂
∂

+=⋅∫
φ

εμμ 000

rr
 

 
Dado que la corriente se puede escribir como  ∫∫ ⋅= sdJI rr

,  ∫∫ ⋅= sdEE
rr

φ , sustituyendo en la 
expresión anterior, se tiene 
 

( )∫∫ ∫∫∫ ⋅
∂
∂

+⋅=⋅ sdE
t

sdJldB rrrrrr
000 )( εμμ  

 
 

También  

∫∫ ∫∫∫ ⋅
∂
∂

+⋅=⋅ sd
t
EsdJldB r
r

rrrr
)()( 000 εμμ  
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∫∫∫ ⋅
∂
∂

+=⋅ sd
t
EJldB r
r

rrr
)( 000 εμμ  

 
 
Utilizando el teorema de Stokes 
 

∫ ∫∫ ⋅×∇=⋅ sdBldB rrrrr
)(  

 
 
Comparando las dos últimas ecuaciones, se encuentra  
 
 

 (4)                                     
t
EJB
∂
∂

+=×∇
r

rrr
000 εμμ      (Cuarta ecuación de Maxwell) 

 
 
Como , también se puede escribir HB

rr
0μ=

 

t
EJH
∂
∂

+=×∇
r

rrr
0ε  

 

Problema 11.2 

 

Mostrar que las amplitudes de los campos  
r
E0  y 

r
B0   deben ser perpendiculares a la dirección de 

propagación 
r
k  

 

Solución  

Consideremos las siguientes ondas que son soluciones de las ecuaciones de diferenciales de 

onda, cuyas  formas están dadas por:  

                                                
)(

0

)(
0

εω

εω

+⋅−

+⋅−

=

=
rkti

rkti

eBB

eEE
rr

rr

rr

rr

 

  

Utilizando la ecuación de Maxwell,  
r r
∇ ⋅ =E 0  se tiene: 

 

( )r r r r r r

∇ ⋅ = ∇ ⋅ =− ⋅ +E E e i t k r
0 0( )ω ε  
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r r r r
∇ ⋅ = ⋅ =E ik E 0  

de donde: 
r r
k E⋅ = 0       ⇒ ⊥

r r
E k  

 

de esta manera 
r
E  debe ser perpendicular a la dirección de propagación 

r
k  

 

En forma similar, utilizando,  
r r
∇ ⋅ =B 0 , se encuentra: 

 
r r
k B⋅ = 0       ⇒ ⊥

r r
B k  

 

también, 
r
B  debe ser perpendicular a la dirección de propagación 

r
k . Por lo tanto 

r
E  y 

r
B , 

ambos, son vibraciones transversales. 

 

El próximo paso es encontrar una relación entre las amplitudes de los campos  
r
E0  y 

r
B0 , para lo 

cual se usan las siguientes relaciones: 

 
r r r r
∇ × = − ×E ik E  

y 

∂
∂

ω
r

rB
t

i B=  

sustituyendo en la ecuación de Maxwell,   
r r

r

∇ × = −E B
t

∂
∂

 se encuentra: 

                                                      BEk
rrr

=×
ω
1

 

de esta forma: 

                                                       EkB
rrr

×=
ω
1

 

 También para las amplitudes se puede escribir                   
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                                                      00
1 EkB

rrr
×=

ω
 

 

La ecuación anterior indica que   
r
B  es perpendicular a 

r
E ,  y  

r
B  está en fase con 

r
E .  Los tres 

vectores 
r
E0  , 

r
B0  y 

r
k  forman un sistema  de coordenadas cartesiano como lo muestra  

en la siguiente figura 

 
 
Problema 11.3  

Consideremos el caso de una onda armónica plana propagándose en la dirección positiva del eje 

x , de tal forma que el campo eléctrico asociado sea paralelo al eje y , se puede escribir como: 

                        )cos(),( 0 εω +−= tkxEtxE yy    

 

Determine el campo magnético asociado a esta onda. 

 

Solución: 

El campo magnético asociado se puede determinar utilizando la ecuación de Maxwell  

 

t
BE
∂
∂
r

rr
−=×∇  

 

donde: 

r r
∇ × = =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟E

i j k

x y z
E

E
x

y

y

$ $ $

, ,∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

0 0

0 0  

 

y  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

r
B
t

B
t

B
t

B
t

x y z=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟, ,  
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Reemplazando en la ecuación se Maxwell y comparando componentes se encuentra: 

                                                            
t

B
x

E zy

∂
∂

∂
∂

−=  

de donde: 

B
E
x

dt E k kx t dt Ctez
y

oy= − = − + +∫ ∫
∂
∂

ω εsen( )  

luego: 

                                              )cos(),( 0 εω
ω

+−= tkxEktxB yz  

dado que ω / k = c , entonces 

                                              )cos(1),( 0 εω +−= tkxE
c

txB yz  

También se puede escribir: 

                                                  ),(),( txBctxE zy =  

Vemos que estas componentes  tienen la misma dependencia temporal y  difieren sólo por un 

escalar . Así los vectores c
r
E  y 

r
B  son perpendiculares y están en fase tal como se muestra en la 

siguiente figura 
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Problema 11.4  

 

Para la componente del campo eléctrico de una onda electromagnética  que está dada por                     

                 

                      )cos(),( 0 εω +−== tkxEEtxE yyy    

 

Determine el campo magnético asociado, utilizando directamente la ecuación:         

EkB
rrr

×=
ω
1

 

 

Solución: 

Para esta caso se tiene que  yEjE ˆ=
r

   kik ˆ=
r

, entonces  

 

yEjkiEkB ˆˆ11
×=×=

ωω

rrr
 

kEkjikEB yyz
ˆ)ˆˆ(1

ωω
=×=

r
 

kE
c

B yz
ˆ1

=
r

 

 

Problema 11.5 

Para el caso de una onda plana armónica linealmente polarizada, que se propaga  en el vacío 

dada por: 
r r r rE E k r t= ⋅ −0 cos( )ω  
r r r rB B k r t= ⋅ −0 cos( )ω  

Determine: 

a) Vector de Pynting 
b) La Irradiancia 

 

Solución  

a) El vector de Pynting, está definido a través de   
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BEHES
rrrrr

×≡×=
0

1
μ

 

Reemplazando los campos respectivos y sabiendo que 00/1 εμ=c , se encuentra  

 

                                   )(cos 2
000

2 trkBEcS ωε −⋅×=
rrrrr

 

 

b) La Irradiancia está definida como el promedio temporal del módulo del vector de Poynting: 

                                    SSI ≡=
r

 

 

de a) se tiene que  )(cos 2
000

2 trkBEcS ωε −⋅×=
rrrr

, entonces 

)(cos|| 2
000

2 trkBEcSI ωε −⋅×≡〉〈=
rrrr

 

Por otro lado, teniendo presente que el valor medio de una función cualquiera del tiempo , 

se define como: 

f t( )

f lim f t dt=
→∞ ∫τ

τ

τ
1

0

( )  

con τ  representando el intervalo de tiempo, se encuentra que:  

 

)(
2
1)(cos 22 trksentrk ωω −⋅≡=−⋅

rrrr
 

  

Con esto, se encuentra que la Irradiancia queda expresada a través de:  

 

I
c

E B
c

E B= × =
2

0
0 0

2
0

0 02 2
ε ε

| |
r r

 

dado que , se puede escribir: B E0 0= / c

 

2
0

0

2
E

c
I

ε
=  
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Problema 11.6 

A partir de las ecuaciones de Maxwell, obtenga la Ecuación de continuidad  

                            0=
∂
∂

+⋅∇
t

J ρrr
 ; (conservación de la carga) 

 

Solución 

La densidad de corriente eléctrica 
r
J  y la densidad volumétrica de carga ρ  no son magnitudes 

independientes, sino que están relacionadas en cada punto por una ecuación diferencial, llamada 

ecuación de continuidad.  Esta  relación tiene su origen en el hecho que la carga eléctrica no 

puede crearse ni destruirse,  y  dentro de este contexto, puede ser obtenida a partir de las 

ecuaciones de Maxwell, en la forma siguiente. 

 

Apliquemos la divergencia  a la ecuación de Maxwell (3): 

 

r r r r r r
r

∇ ⋅ ∇ × = ∇ ⋅ + ∇ ⋅
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟( )H J E

t
ε ∂

∂0  

 

dado que la divergencia de un rotor es cero, 
r r r
∇⋅ ∇× =( )H 0,  entonces:  

 

00 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅∇+⋅∇

t
EJ
∂
∂ε
r

rrr
 

 

Utilizando el hecho que:  )(00 E
tt

E rr
r

r
⋅∇=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅∇

∂
∂ε

∂
∂ε . La ecuación anterior se escribe 

como: 

0)(0 =⋅∇+⋅∇ E
t

J
rrrr

∂
∂ε  

 

Teniendo presente  la ecuación de Maxwell (2),  se encuentra: 
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0=+⋅∇
t

J
∂
∂ρrr

 

 

Problema 11.7  

(Interpretación de la ecuación de continuidad) 

Muestre que a partir de la ecuación de continuidad se puede obtener que la corriente está dada 

por:  dtdqI /=

 

Solución 

Para interpretar lo que representa la ecuación de continuidad, integremos esta ecuación en  un 

volumen υ . 

 

0=+⋅∇ ∫∫∫∫∫∫ υ
∂
∂ρυ d

t
dJ

rr
 

 

Como  se está  considerando  un volumen fijo y la derivada respecto del tiempo actúa sólo sobre 

ρ , es posible escribir: 

 

0=+⋅∇ ∫∫∫∫∫∫ υρυ d
dt
ddJ

rr
 

 

(No obstante  que ρ , es función de la posición así como del tiempo, de modo que la derivada 

con respecto al tiempo se convierte de parcial en total) 

 

Apliquemos el teorema de la divergencia al primer miembro de la ecuación anterior. 

 

∫∫∫∫∫ ⋅=⋅∇ sdJdJ rrrr
υ  

 

esto permite escribir: 
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0=+⋅ ∫∫∫∫∫ υρ d
dt
dsdJ rr

 

 

Teniendo presente que la intensidad de corriente es:  ∫∫ ⋅= sdJI rr
 y que la carga eléctrica 

se puede expresar como: .  entonces de encuentra: υρ dq ∫∫∫=

 

dt
dqI −=  

 

de donde se ve que I  no se crea de manera espontánea, para que esto suceda, es necesario que 

exista una carga eléctrica que esté variando en el tiempo. 

 

Problema 11.8 

 
Calcular el promedio temporal de la densidad de energía u , y encontrar una relación  entre 

este de este último con la Irradiancia . 

 

Solución 

Consideremos el caso de las dos ondas planas armónicas,  en estas condiciones, el promedio 

temporal  de la densidad de energía, a partir de su definición  se escribe como: 

   

u E B E B= + = +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1
2

1 1
2

1
0

2

0

2
0

2

0

2ε
μ

ε
μ  

dado que: 

            E E k r t E2
0

2 2
0

2 2= ⋅ − =cos ( ) /
r r ω  

y 

                B B k r t B2
0

2 2
0

2 2= ⋅ − =cos ( ) /
r r ω  

 

sustituyendo se tiene: 
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u E B= +
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
4

1
0 0

2

0
0

2ε
μ  

 

como entre las componentes se cumple que E cBo0 = ,  además que c = 1 0 0/ μ ε   entonces 

sustituyendo, se encuentra: 

[ ]u E E= + =
1
4

1
20 0

2
0 0

2
0 0

2ε ε ε E  

 

Comparando esta expresión de la Irradiancia 2
0

0

2
E

c
I

ε
= ,  se encuentra que: 

                  I c u=  

 
Problema 11.9 
 

En una región cilíndrica del espacio de radio R un campo eléctrico está variando en función del 

tiempo, determine la dirección y magnitud del campo magnético inducido para r < R.. 

 
Solución: 
 

De la ley de Faraday tenemos que: 

dt
dldB Eφεμ 00=⋅∫

rr
 

de donde: 

sd
t
EldB r
r

rr
⋅

∂
∂

=⋅ ∫∫ 00 εμ  

 
Integrando para r < R ambos lados de la ecuación se tiene que: 
 

t
ErrB
∂
∂

= 2
002 πεμπ  
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Luego: 

t
ErB
∂
∂

=
200 εμ  
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