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Abstract

This is the first Internet course on elementary quantum mechan-
ics written in Spanish (“castellano”) for the benefit of Spanish speak-
ing students. I thank my eight Mexican students at the Institute of
Physics, University of Guanajuato, Leon, (IFUG), for the collaboration
that made this possible. The topics included refer to the postulates of
quantum mechanics, one-dimensional barriers and wells, angular mo-
mentum, WKB method, harmonic oscillator, hydrogen atom, quantum
scattering, and partial waves.
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0. Introduction

The energy quanta occured in 1900 in works of Max Planck (Nobel prize,
1918) on the black body electromagnetic radiation. Planck’s “quanta of
light” have been used by Einstein (Nobel prize, 1921) to explain the pho-
toelectric effect, but the first “quantization” of a quantity having units of
action (the angular momentum) belongs to Niels Bohr (Nobel Prize, 1922).
This opened the road to the universality of quanta, since the action is the
basic functional to describe any type of motion. However, only in the 1920’s
the formalism of quantum mechanics has been developed in a systematic
manner and the remarkable works of that decade contributed in a decisive
way to the rising of quantum mechanics at the level of fundamental theory
of the universe from the mankind standpoint and one of the most successful
from the point of view of technology. Moreover, it is quite probable that
many of the cosmological misteries may be disentangled by means of various
quantization procedures of the gravitational field leading to our progress in
understanding the origins of the universe. On the other hand, in recent
years, there is a strong surge of activity in the information aspect of quan-
tum mechanics, that has not been very much exploited in the past, aiming
at a very attractive “quantum computer” technology.

At the philosophical level, the famous paradoxes of quantum mechanics
(showing the difficulties of the ‘quantum’ thinking) are actively pursued ever
since they have been first posed. Perhaps the famous of them is the EPR
paradox (Einstein, Podolsky, Rosen, 1935) on the existence of elements of
physical reality, or in EPR words: “If, without in any way disturbing a
system, we can predict with certainty (i.e., with probability equal to unity)
the value of a physical quantity, then there exists an element of physical
reality corresponding to this physical quantity.” Another famous paradox
is that of Schrédinger’s cat which is related to the fundamental quantum
property of entanglement and the way we understand and detect it. What
one should emphasize is that all these delicate points are the sourse of many
interesting experiments (such as the so-called “teleportation” of quantum
states) pushing up the technology.

Here, we present eight elementary topics in nonrelativistic quantum me-
chanics from a course in Spanish (“castellano”) on quantum mechanics that
I taught in the Institute of Physics, University of Guanajuato (IFUG), Ledn,
Mexico, during January-June semester of 1998. The responsability of the
idiom belongs mostly to the eight students, respectively.

Haret C. Rosu



0. Introduccion General

Los cuantos de energia surgieron en 1900 como consecuencia de los trabajos
de Max Planck (premio Nobel 1918) sobre el problema de la radiacién del
cuerpo negro. Los “cuantos de luz” de Planck fueron usados por Einstein
(premio Nobel 1921) para explicar el efecto fotoelectrico, pero la primera
“cuantificacion” de una cantidad que tiene las unidades de una accién (el
momento angular) se debe a Niels Bohr (premio Nobel 1922). Eso abri6
el camino de la universalidad de los cudantos ya qué la accién es la funcién
basica para describir cualquier tipo de movimiento. Aun asi, sélo los afos
veinte se consideran como el inicio del formalismo cudntico que levanté a
la mecanica cuantica al nivel de teoria fundamental del universo y una de
las mas excitosas en cuanto a la tecnologia. En verdad, es muy proba-
ble que muchos de los misterios cosmologicos estan por ejemplo detras de
las diferentes maneras de cuantificar el campo gravitacional y tales avances
pueden contribuir al entendimiento de los origines del universo. Por otro
lado, el aspecto informatico de la mecanica cuantica, que no se aprovecho
en el pasado, se esta desarrollando de una manera muy activa en los ulti-
mos anos con el proposito de investigar la posibilidad de la construccién de
las llamadas “computadoras cudnticas”. En la parte filoséfica cabe men-
cionar que en la mecanica cuantica hay paradojas famosas que todavia se
mantienen en polemica y que reflejan las dificultades de la logica que im-
pone la manera de pensar cudntica (y/o probabilistica). Una de las mds
celebres es la de Einstein (que nunca acepto por completo la MC), Podolsky
y Rosen (EPR, 1935) sobre si hay o no “elementos verdaderos de la realidad
fisica” (segin Einstein la MC' prohibe la existencia independiente del acto
de medicion de los sistemas fisicos). Otra de igual celebridad es la del “gato
de Schrodinger”. Lo que se debe subrayar es que todos estos puntos tedricos
delicados generan experimentos muy interesantes (como son por ejemplo los
de la llamada “teletransportacion” de estados cudnticos) que impulsan a la
tecnologia. Lo que sigue son algunos temas introductivos en la mecanica
cudntica norelativista que sirvieron como base para el curso de maestria de
mecanica cudntica I en el IFUG durante el semestre Enero-Junio de 1998.
Este curso fue impartido por mi a los estudiantes enlistados, los cuales se
encargaron de los temas correspondientes. La responsabilidad del idioma
pertenece en gran parte a cada uno de los estudiantes.

Haret C. Rosu



1. LOS POSTULADOS DE LA MC

Los siguientes 6 postulados se pueden considerar como la base de la teoria y los experimentos de
la mecénica cuéntica.

P1.-

P2.-

P3.-

P4.-

P5.-

P6.-

A cualquier cantidad fisica L le corresponde un operador Hermitiano L.

A cualquier estado (fisico) estacionario de un sistema fisico le corresponde una funcién de
onda normalizada ¢ (|| ¢ ||2: 1).

La cantidad fisica L puede tomar solo los valores propios del operador L.

Lo que se mide es siempre el valor promedio L de la cantidad L en el estado 9, la cual en
teoria es el elemento de matriz diagonal

<flL|f>=L.

Los elementos de matriz de los operadores coordenada cartesiana y momento x; y pg,
calculados entre las funciones de onda f y g satisfacen a las ecuaciones de Hamilton de la
mecdnica clésica en la forma:

F<flpilg>=-<f1Zig> G<flailg>=<f12|g>
i i

donde H es el operador Hamiltoniano.

-~ -~ . . .
Los operadores p; y z tienen los siguientes conmutadores:

[pi, 2x] = —ihdi,
_[pi;pr] =0
[#i, zx] = 0,

h =h/2m = 1.0546 x 10~27 erg.seg.



1.-

La correspondencia de una cantidad fisica L que tiene un andlogo clésico L(z;, px) se hace
sustituyendo x;, pg por z; ]3; La funcién L se supone que se puede desarrollar en serie
de potencias. Si la funcién no contiene productos zypg, el operador L es directamente
hermitiano.

Ejemplo:

T =0 p2)/2m — T = (30 p%)/2m.

Si L contiene productos z;p;, L no es hermitiano, en tal caso L se sustituye por Ala parte
hermitica de L (A es un operador autoadjunto).
Ejemplo:
~ 3, ~~ ~ o~
w(zi, pi) = Ezpzxz —w=1/2 Zz (pizi + xipi)-
Resulta también que el tiempo no es un operador sino un paramétro.

(Probabilidad en el espectro discreto y continuo) Si 1, es funcién propia del operador I:,
entonces:

f:<n\f1|n>:<n|)\n\n>:)\n<n|n>:6nn)\n:)\n.

También se puede demostrar que h = (An)E.

Si la funcién ¢ no es funcién propia de L se usa el desarrollo en un sistema completo de
L, entonces:
Sean las siguientes definiciones:

ilwn = An¥n, o= Zn ann

combinando estas dos definiciones obtenemos lo siguiente:

i/d) = Zn Anan¥n,.

Con las definiciones pasadas ya podremos calcular los elementos de matriz del operador L.
Entonces:

<é|Ll¢>=3" | amanin <m|n>=3" |am [* Am,

lo cual nos dice que el resultado del experimento es A, con la probabilidad | am |2.

Si el espectro es discreto: de acuerdo con el postulado 4 eso significa que | am |2, o sea,
los coeficientes del desarrollo en un sistema completo determinan las probabilidades de
observar el valor propio An.

Si el espectro es continuo: usando la siguiente definicién



¢(r) = [ a(N)p(r, N)dA,
se calcularan los elementos de matriz para el espectro continuo
L=<¢|L|¢>
= [dr [a* (Ve (7, Nd [ pa(u)i(r, wdp
= [ [a*a(wu [ ¢* (7, N (tau, p)drdpdr
= [ [ a*Nalp)us(\ — p)drdp
= [a*(Na(M)Adr
= [ 1a()) [? Adx.

En el caso continuo se dice que | a()\) |2 es la densidad de probabilidad de observa el valor

de X del espectro continuo. También vale

T=<o¢|L]|¢>

3.- Definicién de la derivada con respecto a un operador:

oF (L)

F(L+el)—F(L)
oL € ’

= lime— 00

4.- (Representacién del momento) Cual es la forma concreta de p1, p2 y p3, si los argumentos
de las funciones de onda son coordenada cartesiana x;.
Vamos a considerar el siguiente conmutador:

o~ ~2 ~~2 A2~

[pi, "] = pixi” — i pi
e
= Pi%i%i — TiPi%i + TiPiTi — TiTiPs
e~ e
= (pix; — TiPs)x; + T (Pi%; — TiDs)

= [pi, @) + i [pi, 7]

o~ o~ o~
= —ihx; — thx; = —2ihx;.



En general se tiene:

~~n

~n o~ L ~n—1
piti —xp p; = —nihi;

Entonces para todas las funciones analiticas se tiene lo siguiente:

pi() — $(@)pi = —ih FL.

Ahora sea p;j¢ = f(x1,x2,x3) la accién de p; sobre ¢(x1, 2, z3) = 1. Entonces:
;5\1-1/1 = —ihg—fl + f1¢ y hay relaciones analogas para z2 y 3.

Del conmutador [],7:,];;} = 0 se obtiene V X f: 0, por lo tanto,

fi=V,F. R

La forma més general de P; es:

;B\i = —ihaili + g—fi, donde F es cualquier funcién. La funcién F se puede eliminar uti-

e i
lizando una transformacién unitaria Ut = exp# ¥,

pi = Ul(—ihg2 + §E)U

_ LF, .3 8  OF iR
= exph (77,h8zi + ali)exp R

— _jp0_
= 'Lhami

resultando que f): = 7ih% — 5: —ihV.

(Célculo de la constante de normalizacién) Cualquier funcién de onda v (z) € L? de vari-
able x se puede escribir como:

P(x) = [ — &)p(&)de

y considerar la expresiéon como desarrollo de 1) en las funciones propias del operador co-
ordenada #6(z — €) = £(x — £). Entonces, | ¥(x) |? es la densidad de probabilidad de la
coordenada en el estado ¢ (x). De aqui resulta la interpretacién de la norma

I (@) 2= [ | ¢(=z) |? dz = 1.



El sistema descrito por la funcién 1 (z) debe encontrarse en algin lugar del eje real.

Las funciones propias del operador momento son: ‘

—ihg—i = p;%, integrandola se obtiene ¢(z;) = A expiPi%i z y p tienen espectro continuo
y entonces se tiene que hacer la normalizacién con la funcién delta.

Cémo se obtiene la constante de normalizacién?

se puede obtener utilizando las siguientes transformadas de Fourier:

f(k) = [ g(x)exp=**du, g(x) =5 [ f(k)exp*® dk.

También se obtiene de la siguiente manera:

Sea la funcién de onda no normalizada de la particula libre

op(x) = Aexp% y la férmula

d(x — x') = % f:x;o exp*(@=2) dg

se ve que

—o0

Joo @ (@)p(@)de

’

= fix;o A* exp I Aexp% dz

7
iz(p—p )

= ffooo |Al?exp” F  dz

’
iz(p—p )
h

=|A \2hffoooexp az

=2rh | A2 8(p—p)

entonces la constante de normalizacion es:

1
2mh

También resulta que las funciones propias del operador momento forman un sistema com-
pleto (en el sentido del caso continuo) para las funciones L2.

ipw

¥(@) = o= [ap)exp™® dp

a(p) = 7= [ (@) exp 7 da.

Estas férmulas establecen la conexién entre las representaciones x y p.

6.- Representacién p: La forma explicita de los operadores p; y & se puede obtener de las
relaciones de conmutacién, pero también usando los nicleos

10



—ipx iBx
z(p,B) = UTaU = ﬁ fexp 7 rexp k dx

= ﬁ fexp = (7ih% exprw).
La integral pasada tiene la forma siguiente:
MM = [UT(A2)MU(X ,2)de, y usando f = [ z(x, ) f(€)de.
Entonces la accién de # sobre a(p) € L? es:
za(p) = [ z(p, B)a(B)ds
= (5 [ exp 7 (—ih 2 exp ® )de)a(B)dB

—i —ipz Bz
= T;ffexp R %exp E a(B)dzdf

2 exp'R a(B)dLdB

iz(B—p)
TR gpal)dids
= —ih [ 222 5(8 — p)dB = —ih 252,
iz(B—p)
donde §(B—p) = 27rfexp e dg.

El operador momento en la representacién p se caracteriza por el nicleo:

p(p,8) = UtpU
1 —ipz 2 0 Bz
=55 fexp A (—ihg-)exp h dx
1 —ipz Bz
= 527 [exp™ R Bexph dz=pA(p—B)

resultando que pa(p) = pa(p).

Lo que pasa con Z y p es que aunque son hermiticos sobre todas
f(x) € L? no son hermiticos sobre las funciones propias.

Si pa(p) = poa(p) y & = &' p = pl.

Entonces:

11



<al|ptla>—<al@pla>=—-ih<ala>
pol<alZ|la>—-<al|Z|a>=—-th<al|a>
pol<al&|a>—<al|Z|a>]=0

La parte izquierda es cero, mientras tanto la derecha esta indefinida, lo que es un con-
tradiccién.

7.- (Representaciones de Schrodinger y Heisenberg)
Las ecuaciones de movimiento dadas por el postulado 5 tienen varias interpretaciones, por
el hecho de que en la expresién % < f L | f > uno puede considerar la dependencia del
tiempo atribuida completamente a las funciones de onda o completamente a los operadores.

—

e Para un operador dependiente del tiempo 0= O(t) tenemos:

Ifz':*gg, fi—gg
~ ~ ~ .2 O
5, f] = Bf — fp = —ihFL

(&, f] = &f — f& = —ihFL

se obtienen las ecuaciones de movimiento de Heisenberg:

h
e Si las funciones dependen del tiempo, todavia se puede usar

pi = _Tl[ﬁi, H], porque es consecuencia solo de las relaciones de conmutacién y en-
tonces no dependen de la representacién.

L <flpilg>=F<flpH|g>

Si ahora p; y H no dependen del tiempo y teniendo en cuenta su hermiticidad se
obtiene:

(%L pig) + (if, 92)
= Zi(f,p:Hg) + 1 (f, Hpig)
= Zi(pf, Hg) + £(Hf, pig)
(% + L1, pig) + (5:f, 3¢ — £Hg) =0

La tltima relacién se cumple para cualquier pareja de funciones f(z) y g(x) al mo-
mento inicial si cada una satisface la ecuacién

12



oY _
2l = Hy.

Esta es la ecuacién de Schrodinger y la descripcién del sistema por operadores
independientes del tiempo se llama representacién de Schrodinger.

En las dos representaciones la evolucién temporal del sistema se caracteriza por el operador
H, el cual se obtiene de la funcién de Hamilton de la mecanica clésica.
Ejemplo: H de una particula en potencial U(z1,z2,z3) es:

fs 2 .’
H = 2p_m + U(z1,z2,23), y en la representacién x es:

~ 2
H= 72h—mv + U((L‘l,z‘g,xg).

El postulado 5 vale en las representaciones de Schrédinger y de Heisenberg. Por eso, el
valor promedio de cualquier observable coincide en las dos representaciones, y entonces,
hay una transformada upitaria que pasa de una representacién a otra. Tal transformacién
es del tipo §T = exp%m. Para pasar a la representacién de Schrodinger hay que usar
la transformada de Heisenberg ¢ = st fcon fy L, y para pasar a la representacién de
Heisenberg se usard la transformacién de Schrodinger A = stL3 con Yy A. Ahora se
obtendrd la ecuacién de Schrédinger: como en la transformacién ¢ = st f la funcién f no
depende del tiempo, derivaremos la transformacién con respecto al tiempo obteniendose
lo sig.:

9 + iy o~ _iTe o~ o~
8—1f=—895t f:%(exp o) f=FHexp™h f=FHs'f=FHy

por lo tanto, tenemos:

~ L oy
Hiy —thgr.

Enseguida calcularemos la ecuacién de Heisenberg: poniendo la transformacién de Schrédinger

de la siguiente manera shst =1 y derivandola con respecto al tiempo se obtiene la ecuacién
de Heisenberg

= L(Hghst — sAstH) = £(HL - LH) = L[H,L].

Por lo tanto,tenemos:

@
=~

s

[H,L).

Q)

t

También la ecuacién de Heisenberg se puede escribir de la sig. manera:



Lg[H,A)st.
zada por los siguentes conmutadores:

A L se le conoce como la integral de movimiento si % < | L | ¥ >= 0 y esta caracteri-

[H,L] =0, [H,A] = 0.

9.- Los estados de un sistema descrito por las funciones propias de H se llaman estados esta-

cionarios del sistema, y al conjunto de valores propios correspondientes se les llaman espec-
tro de energia (espectro energético) del sistema. En tal caso la ecuacién de Schrodinger es :

’ihagtn = Enlpn = ﬁwn
—iEnt
Y su solucién es: Yn(z,t) =exp” & ¢n(z).
e La probabilidad es la siguiente:

9 —iBEnt 9
5(z) =| Pn(x,t) [*=| exp™ 7~ ¢n(z) |
iEnt —iEnt
=exp h exp

I3

| ¢n(2) *=] ¢n(z) |?
Resultando que la probabilidad es constante en el tiempo.
[ﬁ , A] es cero, donde A es cualquier operador:

e En los estados estacionarios, el valor promedio de cualquier conmutador de tipo
<n\I/-}AfAfI|n>=<n\I/-\IA\n>f<n\AAI/-}|n>
=<n|EnA|n>—<n|AE, |n>
=E,<n|A|n>—-E,<n|A|n>=0.

o Teorema del virial en mecénica cuantica- Si H es el operador Hamiltoniano de una
particula en un campo U(r) y usando
A=1/2 E?:1(ﬁifi — #;P;) se obtiene lo siguiente:

<y |[AH | ¢>=0=<y¢|AH - HA|¢ >
=30 <o |pidH - Hpids |4 >
=% < | [H &b+ wi[H,pi] | ¢ >.

usando varias veces los conmutadores y p;

—ihA, H = T+ U(r), se tiene entonces:

14



<¢|[AH] | >=0
= —ih@2< P |T | >— < |7 VUE) | >).

Que es el teorema del virial. Si el potencial es U(r) = Uo,r™, entonces tenemos el
teorema del virial como en mecénica clésica, s6lo que para valores promedios

T=2T.

0|3

~ 2 )
e Para un Hamiltoniano H = 7§—mv +U(r)y [F,H] = :;hﬁ, y calculando los ele-
mentos de matriz se tiene:

(By —En)<n|7lk>=2L <n|p|k>.

10.- (Densidad de corriente de probabilidad) La siguiente integral :

J 1 ¥n(z) |2 de =1,

es la normalizacién de una funcién propia de un espectro discreto en la representacién de
coordenada, y ocurre como una condicién de movimiento en una regién finita. Por eso, los
estados del espectro discreto se llaman estados ligados.

Para las funciones propias del espectro continuo 1, (z) no se puede dar de manera directa
una interpretacién de probabilidad.

Supongamos una funcién dada ¢ € L2, la cual la escribimos como combinacién lineal de
funciones propias en el continuo:

¢ = [ eV (x)dx.

Se dice que ¢ corresponde a un movimiento infinito.

En muchos casos, la funcién a()) es diferente de cero solo en una vecindad de un punto
A = Xo. En este caso ¢ se le conoce como paquete de ondaf(s).

Vamos a calcular el cambio en el tiempo de la probabilidad de encontrar el sistema en el
volumen (2.

P= [ ¢ t) [2dz = [ o (z, )y (e, t)de.

Derivando la integral con respecto a el tiempo tenemos:

ap* «d
G = Jow % + 97 5o

Utilizando la ecuacién de Schrédinger del lado derecho de la integral se tiene lo siguiente:
G =7 Jo@HY —y Hy)da.

15



Usando la identidad fVg—gV f = div[(f)grad(g)—(g)grad(f)] y la ecuacién de Schrodinger

de la forma siguiente:
Hy =12y
=5 Vi
Sustituyendo lo anterior en la integral se obtiene:

4P — i [ [p(— B Vy*) — g (5 V) lde

dt T h
== [, 2= (YY" — ¢*Vip)da
= — [, divg (pVy* — *Vi)da.

Usando el teorema de la divergencia para transformar la integral de volumen en una de

superficie, entonces tenemos lo siguiente:

a8 = — § o (pVy* — *Vip)da.

at —

A la cantidad J| (y) = %(de)* — ¥*V) se le conoce como densidad de corriente de
probabilidad y de inmediato se obtiene una ecuacién de continuidad,

e 1 div(J) = 0.

e Siy(x) = AR(z), donde R(x) es funcién real, entonces: J(1)) = 0.

e Para las funciones propias del impulso ¢ (z) = m exp% se obtiene:
_ h 1 fizzol i —ipT
JW) = s (GapE P " (Gampz &P " )
1 —ipE . ihpE
(GAFE P " RErpE P )

= b (_ 2ip )= 2l
2m h(2mh)3 m(2mwh)3”’

lo cual nos dice que no depende de la coordenada la densidad de probabilidad.

11.- (Operador de transporte espacial) Si H es invariante ante translaciones de cualquier vector

a,



12.-

Entonces, hay un f(&’) unitario T (&’)ﬁ(?)f(&’) = I/-\I(F+ Q).
Por la conmutacién de las translaciones

-,

T(@)T(b) = T(6)T(@) = T(@+1b),
resulta que T tiene la forma T = exp“%“, donde, k= %
En el caso infinitesimal:
T(5a)HT (6@) ~ (I + ikéa)H (I — iksa),
H(7) + 4K, Hjéa = H(7) + (VH)sa.

También [p, I/;T} = 0, donde p es una integral de movimiento. El sistema tiene fun-

ipT
ciones de onda de la forma ¢ (p,7) = exp &y la transformada unitaria hace

ipa I
que exp B () = (7 + a).
El operador de transporte espacial Tt = exp R es analogo al

1
(2mwh)3/2

iHt
st =exp™® el operador de transporte temporal.

Ejemplo: Si H es invariante con respecto a una traslacién discreta (por ejemplo en una
red cristalina) H(7+ @) = H(¥) donde @ = ZZ a;ni, ni € Ny a; son los vectores béricos.
Entonces:

H(7)y(7) = By(7),
H(7 + ayp(F + @) = By(F + a@) = HF)(F + @),

Resultando que ¢(7) y ¥ (7 + @) son funciones de onda para el mismo valor propio de H.
La relacién entre ¢(7) y (7 + @) se puede buscar en la forma ¢ (7 + @) = é(@)y(7) donde
¢(@) es una matriz gxg (g es el grado de degeneracién del nivel E). Dos matrices tipo c,
&(@) y é(b) conmutan y entonces son diagonalizables en el mismo tiempo.

Ademds para los elementos diagonales hay de tipo

cii(é)cii(l_;) = ciu(@+ E), donde i=1,2,....,,g. La solucién de esta ecuacién es del tipo
cii(a) = exp resulta que ¥y, (7) = Uy (¥) exp?*@ donde k es un vector real cualquiera, y
la funcién Uy () es periodica con periodo @, entonces: U (7 + @) = Ug(7).

La aseveracién de que las funciones propias de un H periodico cristalino H(7 + @) = H ()
se pueden escribir 1y, (7) = Uy, () exp ikd con Uy (F+a@) = Uy (7) se llama teorema de Bloch.
En el caso continuo, U debe ser constante, porque la constante es la tnica funcién peri-
odica para cualquier d.

El vector p = hk se llama cuasi-impulso (analogia con el caso continuo). El vector E no
esta determinado de manera univoca, porque se le puede juntar cualquier vector § para el
cual ga = 27n donde n € N.

ik;a

El vector g se puede escribir § = Zle b:-mi donde m; son nimeros enteros y b; estan
dados por
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~ a;Xap
b = 2=+~

Ti(ay X aR)

si ¢ # j # k son los vectores baricos de la red cristalina.

Citas:

1. Acetatos del Prof. H. Rosu.

2. E. Farhi, J. Goldstone, S. Gutmann, “How probability arises in quantum mechanics”,

Annals of Physics 192, 368-382 (1989)

3. N.K. Tyagi en Am. J. Phys. 31, 624 (1963) da una demostracién muy corta del principio de
incertidumbre de Heisenberg, que dice que la medicién simultdnea de dos operadores hermitianos
que no conmutan produce una incertidumbre relacionada con el valor del conmutador.

Notas:

1. Para “la creacién de la MC...”, Werner Heisenberg ha sido galardonado con el premio Nobel
en 1932 (y lo recibié en 1933). El articulo “Zur Quantenmechanik. II”, Zf. f. Physik 35, 557-615
(1926) (recibido el 16 de Noviembre de 1925) de M. Born, W. Heisenberg y P. Jordan, se le conoce
como “el trabajo de las tres gentes” y estd considerado como el que abrié de verdad los grandes
horizontes de la MC.

2. Para “la interpretacién estadistica de la funcién de onda” Max Born recibié el premio Nobel
en 1954.
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Problemas

Problema 1.1:

Considerar dos operadores A y B los cuales por hipotésis, conmutan. Entonces se derivara la
relacién:

exp? expB = expA+ B expl/2[4,Bl, (férmula de Glauber).

Definiremos un operador F(t), una funcién de variable real t, por:
F(t) = expAt expBt.

tenemos:
% = AexpAt expB? 4 expA? BexpBt = (A + expAt Bexp At F(t).

Ahora aplicando la férmula [A, F(B)] = [4, B}F, (B), tenemos que
[expAt, B] = t[A.B] expt, por lo tanto: exp4t B = BexpAt +t[A, B] expAt
multiplicando ambos lados de la ecuacién pasada por exp~ 4t y sustituyendo en la primera
ecuacion, obtenemos:

4E — (A+ B + t[A, B))F(t).

Los operadores A y B y [A,B] conmutan por hipotésis. Por lo tanto, podemos integrar la
ecuacién diferancial como si A+ By [A, B] fueran nimeros.
Entonces tenemos:

F(t) = F(0) exp(A+B)t+1/2[A,B]t2.

Poniendo t = 0, se ve que F(0) =1, y :

F(t) = exp(A+B)t+1/2[A,B]t2 )

Entonces poniendo ¢t = 1, obtenemos el resultado deseado.

Problema 1.2:

Se calculard el conmutador [X, D;]. Para hacerlo, tomaremos una funcién arbitraria ) (7):

[X, Dalih(7) = (aca%9 — () = 2 Z o) — ZLlep ()
=25, %(7) — (7)) — sz 9 () = —(F).
Entonces si es valido para toda 1 (7), se puede deducir que:
(X, Dz] = —1.
Problema 1.3:
Se probard que la traza es invariante ante un cambio de base ortonormal discreta.
La suma de los elementos de la diagonal de la matriz la cual representa un operador A en
una base arbitraria no depende de la base.

Se derivara esta propiedad para el caso del cambio de una base ortonormal dicreta [| u; >] a otra
base ortonormal dicreta [| t; >]. Tenemos:
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S < [ A >= 3 <ui [ [, e >< te 1A | u; >

(donde se ha usado la relacién de cerradura para el estado t;). El lado derecho de la relacién
pasada es igual a:

Doy <uilte ><tr | Alug>=3 " <t [Alwi ><ui |ty >,

(es posible el cambio de orden del producto dos niimeros). Entonces, podemos reemplazar
Ei | ui >< u; | por uno (relacién de cerradura para el estado | u; >), y se obtiene finalmente:

Zi <ui | Al ug >= Zk < tg | A |ty >. Por lo tanto, se ha mostrado la propiedad de
invariancia para la traza.

20



2. POTENCIALES BARRERAS y POZOS

Comportamiento de una Funcion de Onda Esta-
cionaria ¢ (z)

Regiones de Energia Potencial Constante

En el caso de un potencial cuadrado, V(z) es una funcién constante V(z) = Ven cierta regién
del espacio. En tal regidn, la ecuacién de Schrédinger puede ser escrita:

d? 2
T3¥@) + T3 (B V)u) =0 ()

Distinguiremos entre varios casos:
(i) E>V
Introduzcamos la constante positiva k, definida por

o VIE=T) "

La solucién de la ecuacién (1) puede ser entonces escrita:
I,b(il‘) _ Aeikm +A,€7ikm (3)

donde A y A’ son constantes complejas.

(ii) E<V

Esta condicién corresponde a regiones del espacio las cuales estarian prohibidas para la
particula por las leyes de la mecédnica clasica. En este caso, introducimos la constante positiva q

definida por:
\/2m((V — E)
g= Y2 ()

y la solucién de (1) puede ser escrita:
P(x) = Be? + Ble™%® (5)
donde B y B’ son constantes complejas.

(iii) E=V
En este caso especial, ¥(z) es una funcién lineal de x.

Comportamiento de ¢(z) en una discontinuidad de energia
potencial.

Podria pensarse que en el punto x = 1, donde el potencial V(z) es discontinuo, la funcién
de onda 1 (x) se comportaria extrafiamente,llegando a ser por si misma discontinua, por ejemplo.
Este no es el caso: ¢(z) y % son continuas, y es sélo la segunda derivada la que es discontinua

en r =1
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Visién general del calculo

El procedimiento para determinar el estado estacionario en un “potencial cuadrado” es por lo
tanto el siguiente: en todas las regiones donde V (z) es constante, escribimos ¢ (z) en cualquiera de
las dos formas (3) o (5) segin sea aplicable; entonces pegamos estas funciones por requerimientos
de continuidad de ¥(x) y de % en los puntos donde V(z) es discontinuo.

Examinacion de ciertos casos simples

Llevemos a cabo el calculo cuantitativo de los estados estacionarios, hecho de acuerdo al
método descrito arriba.

Potencial escalon

V(X)

Fig. 2.1

a. Caso donde E > Vy; reflexion parcial
Pongamos la ec. (2) como:

k= 2;”E ©6)
2m(E — Vp)
o= YT @

La solucién de la ec. (1) tiene la forma de la ec. (3) en las regiones I(z < 0) y II(z > 0):

Y1
Prr

Aleik11+A/16—iklz

Azeik}QI +A/28—ikgz
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En la regién I la ec. (1) toma la forma:

2mE
h2

v (z) + P(z) =" (z) + k*p(z) =0

y en la region II:
2
¥'(@) = 73 Vo - Elo(@) = ¥ (@) - *¥(x) = 0

Si nos limitamos al caso de una particula incidente viniendo desde & = —oo, debemos elegir A}, = 0
y podemos determinar los radios A’l/Al y A2 /A;. Las condiciones de pegado entonces dan:

o Y =iy, enz=0:

A1+ A} = A (8)
o Y =19, enz=0:
Aqiky — Alik1 = Agiko (9)
Sustituyendo Ay y A} de (8) en (9):

Az (k1 — k2)
A = —— = 10
1 = (10)

A
A = 2(k1 + k2) (11)
2k1

La igualacién de la constante Az en (10) y (11) resulta:

ALk —ky

— = , (12)
Ay k14 ke

y un despeje en (11) nos da:
Aa 2k1
el 13
A1 kit ke (13)

¥(x) es la superposicién de dos ondas. La primera (el término en A;) corresponde a una
particula incidente, con momento p = hki, propagdndose de izquierda a derecha. La segunda
(el término en A)) corresponde a una particula reflejada, con momento —hk;, propagédndose en
la direccién opuesta. Ya que hemos elegido A/2 = 0, ¥rr(x) consiste de una sola onda, la cual
estd asociada con una particula transmitida. (En la siguiente pagina se muestra cémo es posible,
usando el concepto de una corriente de probabilidad, definir el coeficiente de transmisién T y el
coeficiente de reflexién R del potencial escalén). Estos coeficientes dan la probabilidad de que la

particula, llegando de z = —o0, pase el potencial escalén en x = 0 o se regrese. Asi encontramos:
AI
1,2
— 14
|2 (14)
y, para 1"
ko A
T= 212 (15)
k1 A
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Tomando en cuenta a (12) y (13), tenemos:

4k ko
R = 1—— 16
(k1 + k2)? (16)
4k1ko
T = —F 17
(k1 + k2)? (a7

Es facil verificar que R+ T = 1: es cierto que la particula serd transmitida o reflejada. Con-
trariamente a las predicciones de la mecénica clésica, la particula incidente tiene una probabilidad
no nula de regresarse.

Finalmente es facil verificar, usando (6) y (7) y (17), que, si E > Vp, T ~ 1: cuando la
energia de la particula es suficientemente grande comparada con la altura del potencial escalén,
la particula salva este escalén como si no existiera.

Considerando la solucién en la regién I:

d)I :Aleik11+A/16—ik1z

j=—5 (" VeV (18)
m
con A1e**17 y su conjugado A’{e’iklmz
ih ; ; ; ;

io= g [(ATeT ) (Arikie™1T) — (A7) (— ATikie 7))

. k1

i = —lA?

m

Ahora con A’le_““lz y su conjugado Afe““lz resulta:

hkq

m

j= |43 7

Deseamos en seguida verificar la proporcién de corriente que se refleja con respecto a la
corriente que incide (mds precisamente, queremos verificar la probabilidad de que la particula se
regrese):

G0 I el Y B P (19)
@) [EEL A 2]

Aq

En forma similar, la proporcién de lo que se transmite con respecto a lo que incide (o sea
la probabilidad de que la particula se transmita) es, tomando ahora en cuenta la solucién de la
regién II:

_ Bk o )
B2 kA
m

a. Caso donde E < Vj; reflexion total
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En este caso tenemos:

2mE

ki = - (21)
2m(Vo — FE
o = YD (22)

En la r(eg);ién I(z < 0), la solucién de la ec. (1) [dada como ¥(z)"” + k2t (x) = 0] tiene la forma de
la ec. (3):

Pr = A1ef1T 4 Ajem e (23)
Y, en la regién II(z > 0), la misma ec. (1) [ahora dada como ¥(z)"” — gZt(z) = 0] tiene la forma
de la ec. (5):

Yrr = Boed2® + Bé(37q2aJ (24)

Para que la solucién permanezca limitada cuando x — 400, es necesario que:
By =0 (25)
Las condiciones de pegado en = 0 dan en este caso:

e Y =iy, enz=0:
A1+A/ :Bé (26)

o Y =], enz=0:
Aviky — AYiky = —Bhgo (27)

Sustituyendo A; y A} de (26) en (27):

Bl (ik1 + g2)

A = 2T 28

1 2k (28)
B} (ik1 —

4 = Bli-e) (29)
2ik1

La igualacién de la constante B en (28) y (29) resulta:

A/l - ik1 + q2 - k1 —iq2

1 = , 30
A1 k1 —q2 k1 +ige (30)
y un despeje en (29) nos da:
B 2ik 2k
e e (31)
A1 ik, — q2 k1 — 1q2
El coeficiente de reflexiéon R es entonces:
Al k1 — i k2 + 2
R= 1|2:| 1 Zq2‘27 1 q271 (32)

Ax ki +igz  ki+q3

Como en la mecénica cldsica, la particula es siempre reflejada (reflexién total). Sin embargo, hay
una diferencia importante: debido a la existencia de una onda evanescente e~92%  la particula
tiene una probabilidad no nula de estar presente en la regién del espacio la cual, cldsicamente,
le seria prohibida. Esta probabilidad decrece exponencialmente con = y llega a ser despreciable
cuando = es mds grande que el “rango” 1/¢g2 de la onda evanescente. Notemos también que el
coeficiente A /A1 es complejo. Un cierto cambio de fase aparece a causa de la reflexién, el cual,
fisicamente, es debido al hecho de que la particula es retardada cuando penetra la regién = > 0.
No hay analogia en la mecénica clésica.
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Potencial Barrera

V(X)

Fig. 2.2

a. Caso donde E > Vj; resonancias
Pongamos aqui la ec. (2) como:

ko= ?E (33)
ky = —W (34)

La solucién de la ec. (1) tiene la forma de la ec. (3) en las regiones I(z < 0), II(0 < z < a)
yIII(z > a):

'le — Aleiklz +Al18—iklz
w[[ — AQeikgm +A/2677lk21
1/}[[[ — Ageiklz +Aée_iklz
Si nos limitamos al caso de una particula incidente viniendo desde x = —oco, debemos elegir
AL, =0.
3
e Yr=1rr, enz=0:
Ay + Al = Ay + A (35)
o Y =, enz=0:
Aviky — Alik1 = Agiks — Aliks (36)
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e Yrr =411, enr =a:

AQeikQG + Alze—ikQa — Ageikla (37)

o Y =, enzr=a:
AQ’ier“Qa — AéikQ@iikza = A3’ik16ik1a (38)
Las condiciones de continuidad en = a dan entonces a Az y A} en funcién de Az, y aquellas
en z = 0 dan a A1 y A} en funcién de Az y A} (y, consecuentemente, en funcién de A3). Este

proceso es mostrado enseguida:
Sustituyendo A/, de la ec. (37) en (38):

A3eik1a(k2 + kl)
Ay = W (39)

Sustituyendo Az de la ec. (37) en (38):

A3eik1a(k2 — kl)
I
Ar = 2kge—ik2a (40)

Sustituyendo A; de la ec. (35) en (36):

_ Ao (ka2 — k1) — AL (k2 + k1

Aj 41
] o ()
Sustituyendo A} de la ec. (35) en (36):
Ag (ko + k1) — AL(k2 — k
A = 2(k2 + k1) 5k — k1 (42)
2k1
Ahora, sustituyendo en (41) las ecuaciones (39) y (40):
k2 — k2 ;
Al = i%(sin koa)ett19 A5 (43)
Y, finalmente, sustituyendo en (42) las ecuaciones (39) y (40):
2 4 k2 )
A1 = [coskaa —1 L 2 sin kga}e“‘l“Ag (44)
2k1k2

Al /A1 y A3/A; [relaciones que salen de igualar las ecuaciones (43) y (44), y del despeje de la ec.
(44), respectivamente] nos capacita para calcular el coeficiente de refleccién R y el de transmisién
T de la barrera, los cuales aqui son iguales a:

k2 — k2)? sin? kaa
R=1|A"/A 2 _ ( 1 2 , 45
41/ 4k2K2 + (k2 — k2)2 sin? kza (45)

4k2 k2
4k2k2 + (k% — k2)?sin? koa’

T = |Az/A1|* = (46)

Entonces es facil de verificar que R+ T = 1.
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b. Caso donde E < Vp; efecto tunel
Ahora tendriamos a las ecuaciones (2) y (4) dispuestas:

[ 2;’”5 (47)
2m(Vo — FE
o = YD (48)

La solucién de la ec. (1) tiene la forma de la ec. (3) en las regiones I(x < 0) y I[II(z > a) y
la forma de la ec. (5) en la regién I1(0 < z < a):

'Ql)l — Aleiklm +A/1677lklz
Yrr = Be®®  Bye 927
Yrrr = Azetf1i® 4 Alemthie

Las condiciones de pegado en x = 0 y = a nos capacita para calcular el coeficiente de
transmisién de la barrera. De hecho, no es necesario realizar otra vez el cédlculo: todo lo que
debemos hacer es sustituir, en la ecuacién obtenida en el primer ¢ aso de esta misma seccién, ko
por —iga.

Estados Ligados; Pozo de Potencial
a. Pozo de profundidad finita

A

V(x)

Vo

Fig. 2.3: Pozo finito
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En esta parte nos limitaremos sélo a tratar el caso 0 < E < Vj (el caso E > V) es exactament
igual al calculado en la seccién precedente, “barrera de potencial”.
Para las regiones exteriores I (z < 0) y III (z > a) usamos la ec. (4):

2m(Vo — FE
g= 2D (49)

Para la regién central II (0 < z < a) usamos la ec. (2):

p = V2mE) (50)

h

La solucién de la ec. (1) tiene la forma de la ec. (5) en las regiones exteriores y la forma de
la ec. (3) en la regién central:

Yy = Bie?® + Bie_ql
¢II — A267Lkz +AI e*ikz
2
Yrrr = Bsel + Bie 9

En la regién (0 < z < a) la ec. (1) toma la forma:

2mE
h2

Y(x)" + Y(x) =) + k*P(z) =0 (51)

y en las regiones exteriores:

V@) - 23 Vo - Eléla) = ¥(@)" - ¢*(z) = 0 52)

Ya que 1 debe ser limitada en la regién I, debemos tener:

Bj =0 (53)
Las condiciones de pegado dan:
=1, enz=0:
By = Ag + A,Q (54)
V=Y, enz=0:
Bi1q = Agzik — Abik (55)
Yrr =%rrr, enz=a:
Agette 4 Alemha — B3e% 4 Ble—90 (56)
Y= enr=a:
Agike™*® — Alike™ e = B3qed® — Bige ¢ (57)

Sustituyendo la constante Az y la constante Al de la ec. (54) en la ec. (55) obtenemos,
respectivamente:

A = Bi(q 7 ik)
—2ik
Bi(q + ik)
Ay = — 58
2 2ik (58)
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Sustituyendo la constante Az y la constante A} de la ec. (56) en la ec. (57) obtenemos,
respectivamente:

Bhe™9%(ik + q) + B3el%(ik — q) + Abe % (—2ik) =
2ikAge™™® + Bhe™9%(—ik + q) + B3E1%(—ik —q) = 0 (59)

Igualando B} de las ecuaciones (59) y tomando en cuenta las ecuaciones (58):

Bs e71% | . i .
B m[elka(q +ik)? — e~ (g — ik)?] (60)
Pero ¢ (z) debe también estar limitada en la regién III. Por lo tanto, es necesario que B3 = 0,
esto es: .
q-— ik 2 _ ezka

q+ik e~ika

— eQika (61)

Ya que ¢ y k dependen de E, la ec. (1) puede ser satisfecha para ciertos valores de E.
Imponiendo un limite sobre ¥ (x) en todas las regiones del espacio asi se ocaciona la cuantizacién
de la energia. Mas precisamente dos ca sos son posibles:

(i) si:

q_Zk 7_eika

= 62
q+ik 62)
Si en esta expresién igualamos en ambos miembros la parte real y la imaginaria, nos resulta:
ka q
tan(—) = = 63
an(5) = 4 (63)
Poniendo:
2mV,
o=/ =2 = Vi@ (64)
Entonces obtenemos: ) )
1 ka k“+q koo
— =1+tan?(=) = =(— 65
cos?(ke) an™( 2 ) k2 ( k ) (65)
2
La ec.(63) es asi equivalente al sistema de ecuaciones:
ka k
lcos(-)l = =
2 ko
k
tan(%l) > 0 (66)

Los niveles de energia estdn determinados por la interseccién de una linea recta teniendo una
inclinacién %, con arcos senoidales (lineas largas interrumpidas en la figura 2.4). Asi obtenemos
un cierto numero de niveles de energia, cuyas funciones de onda son pares. Esto es més claro
si sustituimos (62) en (58) y (60); Es facil verificar que Bj = By y que Az = A, asi que
¥(—z) = ().

(ii) si:

q— ik _ eika

= 67
q+ik 7
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Un célculo del mismo tipo nos lleva a:

s =
ka
tan(?) < 0 (68)

Los niveles de energia estan entonces determinados por la interseccién de la misma linea recta
como antes con otros arcos senoidales (lineas cortas en la figura 2.4). Los niveles asi obtenidos
caen entre aquellos encontrados en (i). Puede ser facilmente mostrado que las correspondientes
funciones de onda son impares.

y

A

Fig. 2.4

a. Pozo de profundidad infinita
Asumiendo que V(z) es cero para 0 < z < a e infinito en cualquier parte mds. Pongamos:

k=4 Z;ZE (69)

(z) debe ser cero fuera del intervalo [0, a], y continuo en z = 0, también como en z = a.
Ahora para 0 < z < a:

1/)(1:) :Aeikz +A/efikz (70)
Ya que 1(0) = 0, puede ser deducido que A’ = —A, lo cual nos lleva a:

Y(z) = 2tAsin(kz) (71)
Ademis v (a) = 0, asi esto:
k= %” (72)



donde n es un arbitrario entero positivo. Si normalizamos la funcion (71), tomando (72) en cuenta,

entonces obtenemos las funciones de onda estacionarias:

con energias:

" 2ma?

La cuantizacién de los niveles de energia es asi, en este caso, particularmente simple.
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Problemas

Problema 2.1: El potencial Delta

Supongamos que tenemos el potencial de la forma:

V(z) = -Vob(z); Vo>0 zeR

La correspondiente funcién de onda 1 (z) se supone que es suave.

a) Busca los estado ligado (E < 0) los cuales estén localizados en este potencial.

b) Calcula la dispersién de una onda plana llegando en este potencial y encuentra el coeficiente
de reflexion

R— |w7‘e‘f‘2

= |z=0
"l/)lleg|2 i

donde .1, Yieq es la onda reflejada y la de llegada, respectivamente.
Sugerencia: Para evaluar el comportamiento de ¥ (z) en x=0, integra la ecuacién de Schrédinger
en el intervalo (—¢, +¢) y considera el limite e — 0.

Solucidn. a) La ecuacién de Schrédinger estd dada por

& )+ 20+ Vo () ) = 0 (75)

Lejos del origen tenemos una ecuacién diferencial de la forma

d? 2mE
w2V ="

Y(x). (76)
Las funciones de onda son por lo tanto de la forma
P(z) = Ae™ 9% + Be?® st x>0 o x <0, (77)

con ¢ = y/—2mE/h? € R. Como ||? debe ser integrable, alli no puede haber una parte incre-
mentdndose exponencialmente. Ademds la funcién de onda debe ser continua en el origen. De
aqui,

¥(z)
¥(z)

Ae?®; (x <0),
Ae™ 1% (xz > 0). (78)

Integrando la ecuacién de Schrédinger desde —e a +&, obtenemos

+e

[¥'(e) — ¢ (—e)] — Vo (0) = B Y(z)dz ~ 2e EY(0) (79)

—E€

FLQ
T 2m

Insertando ahora el resultado (78) y tomando el limite € — oo, tenemos

2
—;—m(—qA—qA) — VoA =0 (80)
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oFE = 7m(V02 /2K2). Claramente hay s6lo un eigenvalor de energia. La constante de normalizacién

es encontrada que es A = y/mVp/h2.

b) La funcién de onda de una onda plana es descrita por

2mE

P(x) = Ae', K==

(81)

Se mueve de izquierda a derecha y es reflejada en el potencial. Si B o C' es la amplitud de la onda
reflejada o transmitida, respectivamente, tenemos

Ae'kr 4 Be~ikz, (z <0),
Plx) = Ce*e; (z > 0). (82)

=
&
[

Las condiciones de continuidad y la relacién 9’ (g) — 9’ (—€) = — f1(0) con f = 2mVp/h? da

A+B = C B=- f — A,
[+ 2ik
2ik
ik(C—A+B) = —fC = 83
ik( + B) f f + 2ik (83)
El coeficiente de reflexién deseado es por lo tanto
R= |'¢)T6f‘2 | —0 = |B|2 — m2V02 (84)
Wueg2 " A2 T m2V2 + h'k2

Si el potencial es extremadamente fuerte (Vo — c0) R — 1, o sea, la onda entera es reflejada.
El coeficiente de transmision es, por otro lado,

o Rtk?

T = ‘¢t'run5|2| _ _ )
A2~ m2V2 + ntk2

85
[11eg]? (85)

=0

Si el potencial es muy fuerte, (Vo — c0) T'— 0, o sea, la onda transmitida se desvanece.
Obviamente, R+ T = 1 como se esperaba.
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Problema 2.2: Particula en un Pozo de Potencial finito Uni-
dimensional

Resuelve la ecuacién unidimensional de Schrédinger para un pozo de potencial finito descrito por
el siguiente potencial

V(z) = { Vo silz|<a

0 silz| >a

Considera solo estados ligados (E < 0).

\%

A

Fig. 2.5

Solucién. a) La funcién de onda para |z| < a y |z| > a. La correspondiente ecuacién de

Schrédinger esta dada por
2

h
———1" (@) + V(x)y(z) = E¢(z) (86)
2m
Definimos . om(E 4+ Vo)
2 _ _em 2 _ 2m(E+ Vo
q = — h2 bl k - FL2 (87)
y obtenemos:
Dsi x<-a: Yi(x) — Y1 = 0, Y1 = A1e?” + Bie 1%
2)si —a<x<a:Yy(x)+k3Ps = 0, Yo = Agcos(kx)+ B sin(kz);
3)si x>a: Y(z) —q*Ys = 0, ¢35 = Bsel” + Bge 9%,
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b) Formulacién de las condiciones de frontera. La normalizacién de los estados ligados requiere
que la solucion se haga cero en el infinito. Esto significa que By = Az = 0. Ademds, ¢ (z) debe
ser continuamente diferenciable. Todas las soluciones particulares son fijadas de tal forma que v
también como su primera derivada 1)’ son suaves en ese valor de x correspondiendo a la frontera
entre el interior y el exterior. La segunda derivada 1"’ contiene el salto requerido por el partic
ular potencial tipo caja de esta ecuacién de Schrodinger. Todo esto junto nos lleva a

= Y2(—a), Pa(a) = ¥3(a),
= t(-a), ¥y(a) = Y5(a). (88)

—a
—a

c¢) Las ecuaciones de eigenvalores. De (88) obtenemos cuatro ecuaciones lineales y homogéneas
para los coeficientes A1, Az, Ba y Bs:

A1e79% = Apcos(ka) — Basin(ka),
gA1e” 1% = Asksin(ka) + Bak cos(ka),
Bze 9% = Ajcos(ka) + Basin(ka),
—gB3e 9% = —Asksin(ka) + B2k cos(ka). (89)

Por adicién y sustraccién obtenemos un sistema de ecuaciones més facil de resolver:

(A1 4+ B3)e™9* = 2A5cos(ka)
q(A1 + B3)e 9% = 2Asksin(ka)
(A1 — B3)e™9* = —2Bssin(ka)
q(A1 — B3)e™1* = 2Bjkcos(ka). (90)

Asumiendo que A1 4+ B3 # 0y Az # 0, Las primeras dos ecuaciones resultan
q = ktan(ka). (91)
Insertando ésta en una de las dltimas dos ecuaciones da
Ay = Bs; By =0. (92)
De aqui, como resultado, tenemos una solucién simétrica con 9 (z) = ¢(—z). Entonces hablamos
de una paridad positiva.
Casi identico calculo no lleva para A; — B3 # 0y para B2 #0 a
q = —kcot(ka) y A1 = —Bs; Az =0. (93)
La funcién de onda asi obtenida es antisimétrica, correspondiendo a una paridad negativa.

d) Solucién cualitativa de el problema de eigenvalores. La ecuacion que conecta ¢ y k, la cual
ya hemos obtenido, son condiciones para el eigenvalor de energia. Usando la forma corta

5 = ka7 n =qa, (94)
obtenemos de la definicién (87)
2mVpa?
e+’ = Yz re. (95)

Por otro lado, usando (91) y (93) obtenemos las ecuaciones

n=_¢&tan(g),  n=—Ecot(§).
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Por lo tanto los valores de energia deseados pueden ser obtenidos construyendo la interseccién de
esas dos curvas con el circulo definido por (95), en el plano &-n (ver figura 2.6).

nA 2 n‘

2
£enl=r

n=&tan §

i

2 2 2
g +n=r

in =-& cot g

Fig. 2.6

Al menos una solucién existe para valores arbitrarios del pardmetro Vp, en el caso de paridad

positiva, porque la funcién tangente intersecta el origen.

Para paridad negativa, el radio del

circulo necesita ser mas grande que un valor minimo de tal forma que las dos curvas puedan
intersectarse. El potencial deber tener una cierta profundidad en conexién con un tamano dado
a y una masa dada m, para permitir una solucién con paridad negativa. El nimero de niveles de
energfa se incrementa con Vj, a y la masa m. Para el caso en que mVa? — oo, las intersecciones

son encontradas en

tan(ka) = oo correspondiendo a
—cot(ka) = oo correspondiendo a
donde n =1,2,3, ...
o combinado:
k(2a) = nm.

Para el espectro de energia esto significa que

RZ n
= (2 .

"7 2m " 2a

2n —1
2
ka = nm, (96)

ka =

(97)

(98)

Ampliando el pozo de potencial y/o la masa de la particula m, la diferencia entre dos eigenvalores
de energfa vecinos decrecerd. El estado mds bajo (n = 1) no estd localizado en —Vjp, sino un poco

mas arriba. Esta diferencia es llama da la eneria de punto cero.

e) La forma de la funcién de onda es mostrada en la figura 2.7 para la solucién discutida.
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Fig. 2.7: Formas de las funciones de onda

Problema 2.3: Particula en un Pozo de Potencial infinito Uni-
dimensional

Resuelve la ecuacién unidimensional de Schrédinger para una particula que se encuentra en un
pozo de potencial infinito descrito como sigue:

V(x):{o sizi<x<z’+2a[
oo siz'>x o x>x' +2a
Tenemos que la solucién en forma general es
Y(x) = Asin(kz) + B cos(kz) (99)
donde
k= 2;”—2E (100)

Como 1 debe cumplir que ¥ (z’) = ¥ (z’ + 2a) = 0, se tiene:

A sin(kz’) + B cos(kz’)
Asin[k(z’ + 2a)] + B cos[k(z’ + 2a)]

(101)

=0
=0 (102)

Multiplicando (101) por sin[k(z’ + 2a)] y (102) por sin(kz’) y, enseguida, restando el segundo
resultado del primero obtenemos:
B[ cos(kx') sin[k(z’ + 2a)] — cos[k(x’ + 2a)]sin(kz’) ] =0 (103)
o a través de una identidad trigonométrica:
Bsin(2ak) =0 (104)
Multiplicando (101) por cos[k(z’ 4+ 2a)] y restdndole la multiplicacién de (102) por cos(kz’), se

tiene:
A[ sin(kz’) cos[k(z’ + 2a)] — sin[k(z’ + 2a)] cos(kz’) ] =0 (105)
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0 a través de la misma identidad trigonométrica:
Asinlk(—2ak)] = Asin[k(2ak)] =0 (106)

Como se descarta la solucién trivial ¢ = 0, entonces por las ecuaciones (104) y (106) se tiene
que sin(2ak) = 0 y esto sélo ocurre si 2ak = nr, siendo n un entero. Segun lo anterior k = nw/2a
y como k? = 2mE/ﬁ2 entonces tenemos que los eigenvalores estan dados por la expresién:

h2m2n?
= 107
8a2m (107)
La energia estd cuantizada ya que sélo se le permiten ciertos valores; para cada kn, = nw/2a le
corresponde la energia E,, = [n?/2m]|[rh/2a]?.
La solucién en la forma general queda como:

Yn = asin(w) + Bcos(w). (108)
a 2a
Normalizando:
z'+2a
1= / Pp*dr = a(A? + B?) (109)
(ZJI

lo que nos lleva a
A=+4/1/a — B2 (110)

Sustituyendo este valor de A en (101) se obtiene:

) (111)

1 /
B = F— sin( o
a

Vva 2a

Sustituyendo este valor de B en (110) se tiene:

) (112)

Tomando los signos superiores de A y B, y sustituyendo sus valores en (108) se tiene:

1 . nm '
Pn = %sm(z)(x—x ) (113)

Utilizando los signos inferiores de A y B se tiene:

Y = —— sin(’;—”)(m — ). (114)
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3. MOMENTO ANGULAR EN LA MC

Introduccién

De la Mecdnica Cldsica se sabe que, el momento angular 1 de las particulas macroscopicas estd
dado por
l=rxp, 1)

donde r y p son respectivamente el vector de posicién y el momento lineal.

Sin embargo, en Mecdnica Cudntica, el operador momento angular (OMA), en general no
es un operador que se exprese solamente por el operador coordenada &; y el operador momento
lineal pg, los cuales, solo actuan sobre las funciones propias (FP) de coordenadas. Por lo tanto, es
muy importante establecer, antes que nada, las relaciones de conmutacion para las componentes
del OMA, es decir, en Mecdnica Cudntica 1 se representa por el operador

1= —ihr x V, (2)
cuyas componentes son operadores que satisfacen las siguientes reglas de conmutacién

loylyl = ile, [y la] =iley  [loyla] = ily, (3)

ademds, cada uno de ellos conmuta con el cuadrado del OMA, esto es
P=12+12 412 (1,12 =0, i=1,2,3. (4)

Estas relaciones, ademas de ser validas para el OMA, también se cumplen para el operador spin
(08), el cual, carece de andlogo en la mecdnica cldsica.

Estas relaciones de conmutacion son béasicas para obtener el espectro de dichos operadores,
asi como sus representaciones diferenciales.

Momento Angular Orbital

Para un punto cualquiera de un espacio espacio fijo (EP), se puede tener una funcién ¢(z,y, z),
para el cual, cosideramos dos sistemas cartesianos ¥ y 3/, donde ¥/ se obtiene de rotar el eje z.
En general un EP se refiere a un sistema de cordenadas diferentes a ¥ y X'.
Ahora bien, comparemos los valores de 1 en dos puntos del EP con las mismas coordenadas
(x,y,2z) en ¥ y ¥/, esto es equivalente a rotar un vector

'l/)(x/vylazl) = RU’(%% Z) (5)

donde R es la matriz de rotacién en R3

z’ cos¢p —sing 0 T
y' = sing cos¢p O y |, (6)
z' 0 0 z z
entonces
Ry(z,y,z) = ¢P(zcos¢p — ysing, zsinp + ycos ¢, z). (7)

Por otro lado es importante recordar que las funciones de onda (FO) no dependen del sistema
de coordenadas y que la trasformacién a rotaciones de las FP se hace por medio de operadores
unitarios, luego entonces, para establecer la forma del operador unitario (OU) Ut (¢) que lleva
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1 a 1), siempre se considera una rotacion infinitesimal d¢, manteniendo solamente los términos
lineales en d¢ cuando se expande 1’ en series de Taylor al rededor del punto x

Yy 2) = Yz +ydo, zdd + y, z),
8
Y
~ (1 —ddel:)p(z, y, z)7 (8)
donde hemos empleado la notacién!
l- = h™ ' (&py — GPa); ©)

la cual, como se verd mds adelante, corresponde al operador de proyeccién en z del momento
angular de acuerdo con la definicién en (2) y dividido por A, tal que, para la rotacién del dngulo
¢ finito, se pueda representar como una exponencial, es decir

d)(xlay/vz) = eilz¢1/)(xaya Z)a (10)

donde . )
Ut (¢) = e'l=9. (11)

Para reafirmar el concepto de rotacién, consideremosla de una manera mads general con la ayuda

del vector A que actua sobre ¢ asumiendo que Ag, Ay A, tienen la misma forma en % y Y, es

decir, que los valores promedio de A calculados en & y Y’ deben ser iguales cuando se ven desde
el EF, esto es

/w*(f“)(fizi' +AyJ + Ak )y () d
/w (M (Azi + Ayj+ Ask)p (7) dF, (12)

donde

i/ =icos ¢ + jsin ¢, 7 =1isin¢ + jcos ¢, E = k. (13)

Luego entonces, si combinamos (10), (12) y (13) tenemos

etz Aze = = A, cos ¢ — ysmd),
=P A e™=® =  A,sing — Ay cos ¢,
P W A, (14)

Nuevamente consideremos rotaciones infinitesimales y desarrollando las partes de la izquierda
en (14) se puede determinar las relaciones de conmutacién de Am, Ay y A con lz

[z, Az] = iAy, Iz, Ay] = —iAg, li-,A] =0, (15)
y de manera similar para lp y ly.

Las condiciones béasicas para obtener tales relaciones de conmutacién son

'La demostracién de (8) se presenta como el problema 3.1
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* La FP se transforma como en (7) cuando ¥ — 3’
+ Las componentes Am, Ay, A tienen la misma forma en y X!

* Los vectores de los valores promedio de A en & y ¥’ coinciden (son iguales) para un
observador en el EF.

También se puede usar otra representacién en la cual la FO (z,y, 2) no cambia cuando
3 — ¥/ y lo operadores vectoriales se transforman como vectores. Para pasar a tal representacién
cuando ¢ rota al rededor de z se usa el operador U(¢), es decir

=0y (2,y,2) = P(2,y, 2), (16)

entonces N

emilz® feil=0 — 1. (17)

y utilizando las relaciones dadas en (14)

AA; = Am c0s¢>+Ay singp = eiilz‘PAAme“z‘P,
A; = —A, sin ¢ + Ay cos ¢ = e_ilz¢/lyeilz¢,
U Ry (18)

Dado que las trasformaciones de la nueva representacién se hacen con operadores unitarios,
las relaciones de conmutaciéon no se cambian.

Observaciones

% El operador A2 es invariante ante rotaciones, esto es

o—ilz® 420il=0 — A2 _ 42 (19)

* Resulta que
[i;, A%] = 0, (20)

* Si el operador Hamiltoniano es de la forma

. 1
H=_—p+U@, (21)
2m

entonces se mantiene invariante ante rotaciones dadas en cualquier eje que pasa por el
origen de coordenadas
l;,H=0 (22)

donde las lAZ son integrales de movimiento.
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Definiciéon
Si A; son las componentes de un operador vectorial que actua sobre una FO de coordenadas y si
hay operadores [; que cumplen con las siguientes relaciones de conmutaciones.

(i, Aj] = iesji A, (05, 15] = ieqjnle- (23)

Luego entonces, las I; se llaman componentes del operador momento angular orbital, y pode-
mos concluir de (20) y (23) que
[i;, %] = 0. (24)

Por lo tanto, las tres componentes asociadas con las componentes de un momento angular
césico arbitrario satisfacen las relaciones de conmutacién Més ain, puede mostrarse que el origen
de estas relaciones conducen a propiedades geométricas de rotacién en un espacio tridimensional.
Esto es porque adoptamos un punto de vista mds general y definiremos un momento angular
J como cualquier conjunto de tres observables J, Jy y J. los cuales cumplen las relaciones de

conmutacion, es decir
[Ji, Jj} = iEiijk. (25)

Entonces introducimos el operador
P =J24+ T+ T2, (26)

el (escalar) cuadrado del momento angular J. Este operador es Hermitiano, dado que Jg, Jy y J=
son Hermitianos, y asumiremos que es un observable, ahora mostremos que J? conmuta con las
tres componentes de J

[J2,3]=0. (27)

Por el hecho de que J2 conmuta con cada una de sus componentes, entonces hay un sistema
completo de FP
J21/’7u = Yy, JE"/"W = uyp. (28)

Los operadores J; y Ji (i # k) no conmutan, es decir, no tienen FP en comun.
En lugar de usar las componentes J; y Jy del momento angular J, es mas conveniente
introducir las siguientes combinaciones lineales

Jy =Jz +idy, J_Je —idy. (29)
Los cuales no son Hermiticos, tal como lo operadores a y a! del oscilador arménico, solamente son

adjuntos.
Ahora, si hacemos las operaciones indicadas en la izquierda concluimos que

[z, Ju] = +J4, [Ji,J-] =2Js, (30)
[J2,J4] =[J?,J-] =[J?, J:] = 0. (31)
Je(JPyp) = {J Tz + [Tz, J£3oyu = (0 £ 1)+ Yyu. (32)

Luego entonces las 1., son FP de los valores de J. (autovalores) p =+ 1, es decir

JrtPyu—1 = apthyy,
J—Ip’yu = ﬁ;ﬂpﬂm—L (33)
pero
a:l = Jpthypy s Yyu = Yypy J-tbyp = By, (34)
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tal que, al tomar una fase del tipo e‘® (con a real) para la funcién 1, se puede hacer ¢, real e
igual a B, esto quiere decir

J4tyu—1 = aptpyp, J-Pyp = by, (35)
y por lo tanto

Yy I3 + J§ + Iy = p® +a+b,
(¢vuv JQwvu) = (Jm¢vuv Jﬂﬂ/’vu) >0,
(Yyus JQwvu) = (JyYyu, Jyyu) > 0. (36)

o
|

La norma de cualquier funcién es no negativa, esto implica que
v >, (37)
para v fijo, el valor de p tiene limite superior e inferior (es decir, tiene valores en un intervalo

finito).
Sean A y A esos limites (superior e inferior de p) para un v dado

J+'¢)'yA =0, wa'y)\ =0. (38)
Ahora, utilizando las siguientes igualdades operatoriales

J_Jy = P —i24+0.=3%-J.(J. - 1),
Jpdo = P24+ 0 =32 1.(J. +1), (39)

actuando sobre 1,5 y ¥, se obtiene

y—A2—-A = 0,
=X 4+X = 0,
A=A+DA+N) 0 (40)
La condicién
A>A=>A=-A=J—=>y=JJ+1). (41)

Para un v dado (fijo) la proyeccién del momento p toma 2J + 1 valores que difieren por una
unidad de J a —J. Por eso, la diferencia A— X = 2J debe ser un nimero entero y consecuentemente
los autovalores J, tomados por m son enteros, esto es

m=k  k=0,41,%2, ..., (42)

o semienteros 1
m:k+5, k=0,%+1,%+2, .... (43)

Para un estado dado v = J(J + 1), es degenerado con grado g = 2J + 1 respecto a los
autovalores de la posicién del momento m (esto es porque J;, Ji conmutan con J2 pero no
conmutan entre ellos).

Por “estado de momento angular J” se entiende en la mayoria de los casos, un estado con
v = J(J+1) en el cual, el valor médximo de la proyeccién es J. Tales estados se denotan por ¥,
o |jm).
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Vamos a encontrar los elementos de matriz de Jz, Jy de la representacién en la cual, J?y
J. son diagonales, luego entonses de (35) y (39) se tiene que

J,J+'¢)jm_1 = Oémjf'l/)jm =S Oém'lz)jm—lv
JT+1) = (m—1)? = (m—1) = a2,

am = +/(J +m)(J —m+1). (44)

Ahora, combinando (44) con (35) se obtiene

Tetjm—1 = /(J +m)(J = m + Dthjm, (45)

resulta que el elemento de matriz de J4 es

GmlJelim —1) = \/(J + m)(J —m + 1)bpm, (46)

y de manera andloga

(nld—|jm) = —/(J +m)(J —m + 1)dnm-—1, (47)

por tltimo, de la definicién en (29) J*, J_ se obtiene facilmente

(Gml|Jz|jm —1)

%\/(Jer)(meJrl),

Grmlgylim=1) = ST Em)T —m ), (48)

A Modo de Conclusién

a (Propiedades de los Eigenvalores de J y J>)
Si j(j + 1)A% y j son los eigenvalores de J y J. asociados con los eigenvectores |kjm),
entonces j y m satisfacen la desigualdad

—j<m<i

B (Propiedades del Vector J_|kjm))
Sea |kjm) un eigenvector de J2 y j,, con los eigenvalores 5(j + 1)h% y mh
— (i) Sim=—j, J_lkj —j) =0.
— (ii) Si m > —j, J_|kjm) es un eigenvector no nulo de J2 y J, con los eigenvalores

3G+ Hh* y (m — k.

~v (Propiedades del Vector J4|kjm))
Sea |kjm) un eigenvector de J2 y J, con los eigenvalores j(j + 1)k y mh

* Sim=j, Jylkjm)=0.

% Sim < j, J=|kjm) es un vector no nulo de J2 y j. con los eigenvalores j(j + 1)h?
y (m+1)h

§ Luego entonces

Jzlkjm) = mhlkjm),
Jilkjm) = mhy/j(j+1) — m(m + 1)|kjm + 1),
J_lkjm) = mhy/j(j +1) — m(m — 1)|kjm +1).
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Aplicacion del Momento Angular Orbital
Hemos considerado las propiedades del momento angular derivadas dnicamente de las relaciones

de conmutacién, ahora retomaremos el momento angular L de una particula sin giro y veremos
como dicha teoria desarrollada en la seccién anterior se aplica a un caso particular, esto es

[li, D] = iijubr- (49)

Por lo tanto, I, y Dj tienen un sistema comun de funciones propias. Por otro lado, el Hamiltoniano

de una particula libre
. 2
2 p
H= ,

por el hecho de ser el cuadrado de un operador vectorial tiene el mismo sistema de FP que ) y
l». Ademds, ésto implica que la particula libre se puede encontrar en un estado con E, [, m bien
determinados.

Eigenvalores y Eigenfunciones de L2 y L

Es més conveniente trabajar con coordenadas esféricas (o polares), dado que, como veremos,
varios operadores del momento angular actuan solamente sobre los dngulos variables 6, ¢ y no
en la variable r. En lugar de caracterizar el vector r por sus componentes cartesianas z, y, z
llamaremos el punto correspondiente M en el espacio (OM = r) por sus coordenadas esféricas,
esto es

T = rcos¢sinb, y = rsin¢sin, z=rcos#, (50)

con
r >0, 0<o6<m, 0<¢<2m.

Sean ®(r,0,¢) y ®'(r, 0, ¢) las FO de una particula en ¥ y ¥/ en la cual la rotacién infinitesimal
esta dada por da al rededor de z

'(r,0,¢) = @(r,0,¢+da),
o
= &(r0, da—, 51
(r,8,¢) + da ) (51)
6 bien .
' (r,0,¢) = (1+ il=50)2(r, 0, $). (52)
Luego entonces, resulta que
i3 - .
6— =il 9, l, = fii. (53)
¢ 0¢
Para una rotacién infinitesimal en x
0P 90 9P ¢
®'(r,0 = d+éa|——+——
(.0, 9) * a(aeaa+aeaa)’
= (14 il:60)®(r,0,d), (54)
pero en tal rotacién
2 = 2+ yday 2 = z + yda; =2z (55)
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y de (50) se obtiene

rcos(6 +df) = rcosf + rsinfsindda,
rsingsind 4+ df) = rsinfsing + rsinfsing — rcosbiq, (56)
es decir &8
sin 0df = sin 0 sin ¢ fa — vl sin ¢, (57)
o
y
cos@singpdf +sinfcospdp = —cosbia,
d do
Cos¢>sin0—¢ = —cosf — cosfsingp—, (58)
do do
ahora, sustituyendo (57) en (56)
d
¢ = — cot 0 cos ¢, (59)
doa
tal que al sustituir (56) y (58) en (51) y comparando las partes de la derecha en (51) se obtiene

. 1o} 0
Iz =1 (sinqS% +cot0cos¢%> . (60)
En el caso de la rotacién en y, el resultado de similar, tal que

ly =1 (sind)% + cot 6 cos d)%) . (61)

Usando im, iy también se puede obtener ii, i2, esto es

. 0 0
l+ = exp(£ig) (i% + i cot 08_> ,
2 = Iy +P2+1,
1 02 1 62 0
= —|—= —( sino= | |. 62
[sin20 962 5?0 00 (Sm aoﬂ (62)
de (62) se ve que [2 es idéntico hasta una constante al operador de Laplace en la parte angular,
esto es
10 of 1 1 9 (. Of 1 82
VQ:——<2—) = —( 0—) — . 63
F=25 "ar) T2 5o "M% ) T 570 a2 (63)

Funciones Propias de [,

. 8%,
[,®m =m® = —i—=,
m (2 6¢>
i) L imo (64)
m = e .
V2
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Condiciones de Hermiticidad de l;

2m 2m
/ frigdp = (/ gl f d¢> + f7g(2m) — f79(0). (65)
0 0

Entonces 1, » es hermitico en la clase de funciones para las cuales
frg(2m) = f*g(0). (66)

Las funciones propias de ®,,, de I, pertenecen a L2 (0,27) y cumplen con (66), asi como para
cualquier funcién que se pueda desarrollar en ®,,(¢), esto es

k
F(g) = Y are®™®  k=0,+1,42, ..,
k
Gl@) = > e, k=1/2,43/2,45/2 ..., (67)

solo m enteros 6 m semi-enteros, pero no para combinaciones de F'(¢), G(¢).
Las elecciones apropiadas de m estdn basadas en el experimento de FP comunes de I, y 2.

Armoénicos Esféricos

En la representacién {r}, las eigenfunciénes asociadas con los eigenvalores (I 4+ 1)A2, de L2 y mh
de I, son las soluciones de la Ec. diferencial parcial

2 2
(a 1 9 1 9 I+ 1)(r, 6, 8),

i 7 il 0
902 " tan6 90 | snZ0 a¢>2) ¥(r,6,9)

e
—Z%"Z’('f”v 07 ¢) mhz/)(r, 07 ¢) (68)
Considerando que los resultados generales obtenidos son aplicables al momento angular, sabe-
mos que [ es un entero o un semi entero y que para I, m fijos, puede tomarse solamente los valores

=141, ...,1—1,L

En (68), r no aparece en el operador diferencial, asi que puede considerarse como un parametro
y tomar en cuenta solo la dependencia en 6, ¢ de ¥. Luego entonces podemos denotar por Yy, (6, ¢)
como una eigenfuncién comun de L2 y I, la cual corresponde a los eigenvalores de (I + 1)77,2, mbh,
esto es

L?Y}n (6, ¢)
=Y (0, 9)

11+ DR%Y, (6, ¢),
th’lm(Qa ¢) (69)

Para ser completamente rigurosos, tenemos que introducir un indice adicional con el objeto
de distinguir entre varias soluciones de (69), las cuales correspondan al mismo par de valores [, m.
En efecto, como se verd mds adelante, estas Ecs. tienen solamente una solucién (en un factor
constante) para cada par de valores permitidos de I, m; esto es porque los subindices I, m son
suficientes.

La Ec. (69) dié a 6, ¢ dependencia de las eigenfunciénes de L? y I,. Una de las soluciones
de Y}, (60, ¢) de estas Ecs. han sido encontradas de la siguiente manera?

wlm(Tr 0, ¢) = f(T)¢lm(0: ¢)v (70)

2Demostracién en el problema 3.4
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donde f(r) es una funcién de r la cual aparece como una constante de integracién para las
ecuaciones diferenciales parciales de (68). El hecho de que f(r) sea arbitraria muestra que L2 y
1> no forman un conjunto completo de observables comunes® en el espacio &4 o funciones de (o
de 7,0, ).

Con el objeto de normalizar vy, (r, 0, $), es conveniente normalizar Yj,,(6,¢) y f(r) sepa-
radamente (como se muestra). Entonces, debemos tomar un diferencial de dngulo sélido

27 T
/ d¢/ sin0|¢1,, (0, 9)|?d0 = 1, (1)
0 0
oo}
/ 2| f(r))2dr = 1. (72)
0
Valores de [, m
a: I, m deben ser enteros
Usando I, = %%, podemos escribir (69) como sigue
h 0
i O¢
la cual muestra que )
Yim (8, ¢) = Fim (6, 9)e™?. (74)

Si permitimos que 0 < ¢ < 27, entonces podemos cubrir todo el espacio ya que la funcén
debe ser continua en todas partes, tal que

lo que implica )
e =1. (76)

Segin se vid, m es un entero o un semi entero, la aplicacién al momento angular orbital,
muestra que m debe ser un entero. (€27 serd igual —1 si m fuera semientero).
B: Todo valor entero (positivo o cero) de I puede ser encontrado escogiendo un valor entero de [,
se sabe de la teoria general que Y}, (6, ¢) debe cumplirse, esto es

L+Yim(0,¢) =0, (77)

la cual, al combinar L4 = he'? y (62)

(d% — lcot 0) Fy(6) =0. (78)

Esta Ec. de primer orden puede ser integrada inmediatamente si notamos que

d(sin )

cot 0df = —
sin 0

; (79)

3Por definicién, el operador hermitico A es una observable si este sistema ortogonal de
vectores forma una base en el espacio de estados

*Cada estado cudntico de la particula es caracterizado por un estado vectorial
perteneciente a un espacio abstracto e,
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su solucién general es
F” = Cl(SiHG)l, (80)

donde ¢; es una constante de normalizacién.
Consecuentemente, para cualquier valor positivo o cero de I, existe una funcién Yj;(6, ¢) la
cual es igual (con un factor constate)

Y0, ) = ¢;(sin 9)' e, (81)
Através de la accién repetida de L_, construimos Y;;_1(0,¢), ..., Y(0,90), ... ,Yi_1(6, ¢).
Luego entonces, vemos que la correspondencia para el par de eigenvalores I(I + 1)k, mh (donde !

es un entero positivo arbitrario o cero y m es otro entero tal que I <m <1 ), de (78) una y sola-
mente una eigenfuncién Y., (0, ¢), puede ser ambiguamente calculada de (78). A las eigenfuncién
Yim (0, @) se les conocen como arménicos esféricos.

Propiedades de los Armodnicos Esféricos

a Relaciones de Recurrencia
Segun los resultados generales podemos tener

1£Yim (0,8) = ha/1(1 + 1) — m(m £ 1)Yipm1(6, ). (82)
Usando la expresién (62) para I+ y el hecho de que Y;,(0,$) es el producto de una funcién
dependiente solo de 0 y eT? obtenemos
+ip (O
e 55 = ™0t0) Yim(6,) = VU + 1) — m(m £1)Yip41(6,9) (83)

B Ortonormalizacion y Relacién de Cerradura
La Ec. (68) determina solamente los armdnicos esféricos con un factor constante. Ahora eligiremos
este factor tal como ortonormalizacién de Y}, (0, ¢) (como funcién de variable angular 0, ¢)

2w T
/ d¢/ sin 0 doYy;,, (0, 8)Yim (0, ) — 61/10m/m- (84)
0 0
Ademsds, cualquier funcién de 6, ¢ pueden ser expresadas en términos de los armédnicos esféricos,
esto es
oo l
F0,9) =3 cmYim(0,0), (85)
=0 m=-—1
donde

2m K
cim :/ d¢/ sin 0 d0 Yy}, (0, 8)£ (6, ¢)- (86)
0 0

Los armoénicos esféricos constituyen una base ortonormal en el espacio €q de funciénes de
0, ¢. Este hecho se expresa por la relacién de cerradura

[eS) 1

DD Yim(0:9)Y5, (0, 9)

1=0 m=l

5(cos @ — cos 0')3(¢, ¢),

= 00— 0)606,9). )

Es 6(cos@ —cos8’) y no §(6 — ') los cuales entran en el lado derecho de la relacién de cerradura
porque la integral sobre la variable 0 se efectua usando el elemento diferencial sin 6 df = —d(cos ).
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Operador de Paridad P

El comportamiento de P en tres dimensiones es esencialmente igual que en una dimension, es
decir, al aplicarlo sobre una funcién (z,y, z) de coordenadas cartesianas solo le cambi el signo,
esto es
7’111(907 Y, Z) = lﬁ(*x, -y, 77")' (88)
‘P tiene las propiedades de un operador hermitico, ademds es un operador unitario y de proyeccién.
El operador P? es un operador identidad

(r|P[r’) = (r|-r') = §(r + —1),
PElr) = P(P|r) = P| —r) = |r), (89)

entonces
P? =1, (90)
cuyos valores propios son P = H+oo. Ademads se tiene que las FP se llaman pares si P = oo e

impares si P = —oo. En mecdanica cuética no relativista, el operador H en un sitema cerrado es
invariante ante transformaciénes unitarias directas

PHP =P AP =H. (91)

Entonces H conmuta con P y consecuentemente la paridad del estado es una integral de movimiento.
También se cumple para [

[P,i;] =0, [P,ix]. (92)

Si H es par y uno de sus eigenestados |®) el cual tiene paridad definida (P|®,)), no colinear a
|¥n), se ha encontrado y puede inferirse que el eigenvalor correspondiente es degenerado con un
grado de degeneracién n?, dado que P conmuta con H, (P|®,)) es un eigenvector de H con el
mismo eigenvalor como |®,)). Si v es FP de P, [y I, de (92) resulta que las paridades de los
estados diferentes solo en I. coinciden. Queda asi determinado la paridad de una particula de
momento angular [.

En coordenadas esféricas, para éste operador se considera la siguiente sustitucién

r—r, 0—>m—0 ¢ — 7w+ . (93)

Consecuentemente, si usamos una base estandar para el espacio de funciones de onda de una
particula sin giro, la parte radial de la funcién base ¥y, (7) es modificada por el operado paridad.
La transformacion solo se da en los arménicos esféricos, como se vera.

De (93) podemos notar que

sinf — sin 6, cosf — —cosf eim? 5 (—1)meim?, (94)

bajo estas condiciones, la funcién Yj; (0, ¢) es transformada en

Yu(¢ = 0, +¢) = (=1)'Yu(, 9), (95)
de (95) podemos ver que la paridad de los arménicos esféricos va como (—1)!. Por otro lado
7] 3] 7] 3]

- ——, — = —. (96)
00 06 ¢ 0

Relacionando (95) y (96) mostramos que [+ permanece sin cambio (lo cual implica que los
operadores [+ son pares). Consecuentemente podemos calcular Y;,, (6, ¢),

1G’m(‘b*e,ﬂ"kq&) = (71)lyvlm(07 ¢) (97)

Por lo tanto, los arménicos esféricos son funciones cuya paridad estd bien definidad e independiente
de m, par sil es par e impar si [ es impar.
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El Operador Spin

Algunas particulas, ademds de su momento angular tienen un momento propio, el cual, se le
conoce como spin y denominaremos como S. Este operador no estd relacionado con rotaciones
normales espaciales, ain asi, cumple con las mismar relaciones de conmutacién que tienen el
momento angular, esto es

[Si, 55] = iei;1 k. (98)

Asi somo, las siguientes propiedades

(1)

(2).

3)-

(4).
(5).

(6).

).

(8)-
9)

Para el spin, valen todas las férmulas de (23) a (48) del momento angular, las cuales son
similares a (98)

El spectro de la proyeccién del spin, es una secuencia de nimeros enteros é semienteros
que difieren por una unidad.

Los valores propios de $2 son
524 = S(S + 1)9s. (99)
Para un S dado, la componente S, solo puede tomar 2S + 1 valores, de de —S a +S.

Las FP de las particulas con spin, ademés de depender de 7 6 7, dependen de una variable
discreta (propia del spin) o, la cual denota ;a proyeccién del spin en z.

La FP (7, o) de una particula con spin se puede desarrollar en FP con proyecciones dadas
del spin S, esto es

S
¥(o) = Y we(®x(o), (100)
o=—S

donde ¥, (7) es la parte orbital y x(o) es la parte spinorial.

Las funciénes de spin (spinores) x(o;) son ortogonales para cualquier par de o; # o). Las
funciones 1, (7)x (o) se les conoce como las componentes de las FO de una particula con
spin.

La funcién v (7) se llama parte orbital de la FO 6 solo orbital.

La normalizacién se hace como sigue

S
> lwa@l =1
oc=—S

(101)

Las relaciones de conmutacién permiten establecer la forma concreta de los operadores (ma-
trices) de spin que actuan en el espacio de las FP del operador proyeccién del spin.

Muchas particulas elelmentales tales como el electrén, el neutrén, el protén, etc. tienen spin
1/2, por eso la proyeccién toma solo dos valores, es decir S; = £1/2 (en unidades k).

Por otro lado, las matrices Sz, §y, S: en el espacio de las FP de 5’2, S, son

1/0 1 1/0 —i
S = 2 ( 1 0 ) ’ Sy = 2 ( i 0 )’
171 0 2 3/(1 0
s-i(5 %) =)
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Definiciéon de las Matrices de Pauli

Las matrices
o; =285; (103)

Se llaman matrices de Pauli, las cuales son matrices hermitianas, tienen la misma Ec. caracteristica
XM _1=0, (104)

por consiguiente, los eigenvalores de oy, oy y 0> son
A==l (105)

Por lo tanto, son consistente con el hecho de que Sz, Sy y S sean iguales a £1.
Ademds
o2 =1, oRoj = —0j0) =02, oo =1 E €jkior- + G5kl (106)
1

En el caso para el cual un sistema con spin tinen simetria esférica (esférico simétrico)
Yi(r,+3), P, —3). (107)

Son diferentes soluciones por la proyeccién S, .
El valor de la probabilidad de una u otra de las proyecciénes estd determinada por el cuadrado
de ||41,2]|? de tal modo que
1 I” + [[4p2]]* = 1. (108)

Como las FP de S, tiene dos componentes, entonces

X1=<(1)>, X2=((1)), (109)

tal que, las FP de una particula de spin 1/2 se puede escribir como

= Yrxa + Yaxe = ( v1 ) . (110)
P2
A continuacién las orbitas can a ser sustituidas por nimeros dado que solamente la parte del
spin es importante.

Las Transformaciones a las Rotaciones

Sea 1 la FO de un sistema con spin en 3. Encontremos la probabilidad de la proyeccién del spin
en una direccién arbitraria en el espacio tridimensional (3D) que la toma como eje 2’ de Sigma’.
Como ya se vio, se tiene dos métodos para su solucién

a 1 no cambia cuando ¥ — ¥ y el operador A cambia como un vector. Debemos encontrar
las FP de la proyeccién S’ y desarrollamos 1 en esas FP. Los cuadradados de los médulos
de los coeficientes dan el resultado.

S‘; = S‘z cos ¢ + S‘y singp = efil‘bgmeiloﬁ,
S‘; = —8,sing+ S‘y cos¢p = eiil‘ﬁé’yeiw,
S =8, =e?8,, (111)

con rotaciones infinitesimales y de las relaciones de conmutacién se puede encontrar
L=25., (112)

donde L es el generador.
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B La segunda representacién es:
S no se cambia a la ¥ — ¥’ y las componentes de v se cambian. La transformacién a ésta
representacion se hace con una transformacién unitaria

vt8'v = A,
() - (3)

de (111) y (113) resulta que

f/TefiquﬁgeiSz‘Pf/ = S,
vt = eiSse, (114)

( :2 ) :emm( :/pf; ) (115)

Usando la forma concreta de S, y las propiedades de las matrices de Pauli se obtine la

forma concreta VZT, tal que
. 40 0
Vi) = ° =) 116
1) ( . 3o (116)

de (114) se obtiene

Un Resultado de Euler

Cualquier sistema de referencia X/ de orientacién arbitraria con respecto a ¥ puede ser alcanzado
con solo tres rotaciones, primero al rededor del eje z, en seguida una rotacién del angulo 6 sobre
elnuevo eje de coordenadas x’ y por tltimo el dngulo %, en el nuevo eje z’.

Los paramétros (g, 6,1a) se les llama dngulos de Euler

Ve, 0,9a) = VI, () V1 (0)V (). (117)

Las matrices VZT son del tipo de (116), en cuanto a VJ es de la forma

N cos? isin
2(p) = ( 3 p: ) (118)

781 b COos b

de tal modo que

i%"‘gwa ) . 7;111a2*50 .0

~ T _ e COS 5 e sin =5
VP, 0:%a) = | omva 5 etva 5 |- (119)

e 2 Sin b1 e 2 COSs b1

Entonces por la rotacién de X, las componentes de la funcién espinoidal se cambian como
sigue

. otda (% Yo — (%
Y= P1e' T2 cos B +ighge’ T sin 2’
=g 2] cotia (%
Py = iz/ne’gj 2 sin 3 + wze’ﬁ 2 cos > (120)
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De (120) se puede ver que para una rotacién en Fs3 le corresponde una transformacién lineal en
Ey—espacio Euclidiano bidimensional (2D)—las dos componentes de la funcién espinodal. La
rotaciéon en E3 no implica una rotacién en FEa, la cual significa

(@'[¢") = (@) = 2191 + P5eha. (121)

De (119) se encuentra que (121) no se cumple, sin embargo, hay una invariancia en las
trasformaciones (119) en el espacio E2 de las funciones espinoidales, el cual es

{2y} = ¢1 22 — P2 @1. (122)
Las transformaciones lineales que dejan invariantes tales formas bilineales se llaman binarias.

Una trasformacion fisica con dos componentes para la cual una rotacién del sistema de coor-
denadas es una transformacién binaria se llama spin de primer orden o solamente spin.

Funciones de Onda Espinoriales de un Sistema con 2 Fermiones

Las funciones propias de ;32 ;8,—i = 1, 2—tienen la forma siguiente

i\+)=< 0 ) iH:( ’ ) (123)

Una variable—o mejor dicho, un operador—corriente en un sistema de dos fermiones es el
espin total . . .

Las funciones propias espinoriales de §2 3, son los kets |5, o), las cuales son combinaciones
lineales de las FP de ;52 ;3., esto es

con(8),(8), 1(0),(0),
Som(L () (), e

Las funciones de (125) son ortonormalizadas. En E, el estado |+ +) es S; = 1 y al mismo
tiempo es funcién propia del operador

S =1 82 +2(15)(23) +2 82. (126)
Como se puede ver de
52 = |44 =3+ +) + 20180 2 82 +1 8y 2 8y +1 822 82) + ), (127)
52 = |+ =20++) =10+ D] ++). (128)
Si se introduce el operador .

S_=18_+425_, (129)

se obtiene que o
[5_,5%] =o. (130)

Entonces (S_)¥|1,1) se puede escribir en funcién de las FP del operador 52, esto es

S_11,1) = 8-+ +) = V2| + —) + V2| - +). (131)
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Resulta que S, = 0 en el estado S_ |1,1). Por otro lado, de la condicién de normalizacién tenemos

11,00 = Z=(1+ =)+ = +) (132)

S_11,0) = | = =) +|— —) = a|1,—1). (133)
De la coordenada de normalizacién
|17_1> = |_7_>~ (134)

Solo hay una combinacién lineal independiente més de funciones de (125) diferentes de
|17 1>7 |170> y ‘17 71>7 esto es

bi= L+ -1, (135)
Satpg =0, S244. (136)

Por consiguiente
g = |0,0). (137)

14 describe el estado de un sistema de dos fermiones con el spin total igual a cero. Este tipo de
estado se llama singlet. Consecuentemente el estado de dos fermiones de spin total igual a uno se
llama triplet y tiene un grado de degeneracién g = 3.

Momento Angular Total

Se define como la suma del momento angular orbital méas el spin, esto es
J=1+38, (138)

donde, ] y S como hemos visto, actuan en espacios diferentes, pero el cuadrado de i y S conmutan
con J, es decir o . . o
[Ji, J;] = ieijnJi, [Ji, %] = 0, [J:, 5% =0, (139)

(139) que i2 y 52 tienen un sistema de FP con J2, y J,.
Encontramos el espectro de las proyecciones de J; para un fermién. el estado de proyeccién
de maximo de J, se puede escribir como

<
I

Yu ( (1) ) =|l,1,+) (140)

Jp = (+ 3, —i=1+1. (141)

Si introducimos el operador J_ definido por

J,:l,+S,:L+<0 0). (142)

De la normalizacién a = \/(J + M)(J — M + 1) se obtiene

Jotu (g ) =VEIL= L)+ -1,-), (143)
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tal que el valor de la proyeccién de 5'_ en 3_15 sera

jz:(l_1)+%:l_

=

) (144)

resulta que j— disminuye por una unidad a Js.
En el caso general tenemos que

P =1" y P18, (145)

se observa que (145) se obtiene del desarrollo binomial si se considera que 2 y todas las potencias
superiores de § son cero.

PN L4y =L L +) + kR ). (146)
Sabemos que
5 K!(20)!
() ey = %"Z’l,l—ka
tal que al usarla se obtiene
N k!(20)! k+1)
AL+ = ) b L= k) + ) SRS kL L~ b+ 1, ), (147)
con la notacibn m =1 —k
A 1— '21' 1—m—1)!(20)!
L) = /S L m, ) + SR (- m)m + 1, 5). (148)

Los valores propios de la proyeccién del moemtno angular total es la secuencia de nimeros que
difieren por la unidad desde j =1+ % hasta j =1— % Todos estos estados pertenecen a la misma

funcién propia de J como |I,1,+) porque [J1, J2] = C

2,0, 4) (I + 208 + $?)|1,1,+),

= le+n+2aA3+ 3L+ (149)
donde j(j +1) = (I + 3)(1+ 3).

En la derecha de (149) una contribucién diferente de cero da solamente j = I, S,. Entonces
las FP obtenidas corresponden a j =1+ %, mj =m+ % Las FP son de forma

l+m+l l—m
B+ = Sy Y LT 150
‘+ m+ 2+ 1 By ghm L) (150)

El nimero total de estados lineales independientes es
N=2l+1)2A+1)=4l+2. (151)

El sistema de FP constituido de tal manera contiene 25 + 1 + 20 + 1 estados

1= 3m—3) =/ 5 lbm,+) — /St m 4+ 1, -). (152)

Si dos subsistemas estdn interaccionando de tal manera que el momento angular de cada J;
se conserva, entonces las FP del operador momento angular total

J =71+ j2, (153)
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se puede encontrar como lo hicimos anteriormente. Para valores propios de j1 y j2 hay
(271 + (252 + 1),

FP ortonormalizadas de la proyeccién del momento angular total J.. La FP que corresponde al
valor méximo de la proyeccién J, es decir,

My = j1+ j2,

se puede construir de manera tnica y por lo tanto J = j1 + j2 es el valor maximo del momento
angular total del sistema. Aplicando el operador J = j1 + j2 de manera repetida a la funcién

71 + J2, 41 + J2, 1 + J2) = |41, 51) - |52, J2), (154)
se obtienen todas las 2(j1 + j2) + 1 funciones ortogonales de la FP de J= j1 + j2 con varios M
(g1 +42) <M < (j1 + j2).

Por ejemplo las FP para M = j; + j2 — 1 es:

. L. . .. J1 .. . J2 .
l71 + J2, 1 + j2 — L g1, 42) = ¢/ ———j1,51 — L, 42, 42) + 4/ ———|j1,51, 52,52 — 1).  (155)
J1+J2 J1+J2

Aplicando en seguida varias veces el operador J_ se puede obtener las 2(j1 +j2 — 1) — 1
funciones de J = j1 + j2 — 1.
Se puede demostrar que

l71 —jel < J < j1+3j2

tal que
max J
Z (2] +1) = (21 + 1)(2J2 + 1), (156)
min J
Consecuentemente
[ Mgrg2) =Y (G m g2l J4)ln ma, 2, me) (157)
my+mo=M

Citas: 1. Acetatos del Prof. H. Rosu
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Problemas
Problema No. 3.1

Mostrar que si ¥/ = R, entonces el operador R se puede representar como un operador expo-
nencial

Solucién

Para mostrarlo, expandemos v’ (7) en serie de Taylor en el punto =’ = = + dz y considerando solo
las primeras potencias tenemos

1o}
d)(xlay/vz/) = ’l/)((l?,y, Z) +(xl —x)@d)(w',y/,z/)

0
+(y' — y)a—y,w(w’,y’,/)

0
+(z' = Z)ﬁlﬁ(m/, y',2")

ahora considerando el hecho de que

o | a8 .
6—%1?(7" ) . = 6xi'¢)("°)7
o =x—ydp, Yy = y+dp, =z
tal que, esto reduce la serie de tres dimensiones a solamente dos
L OY(T OY(T
W) = 6@+ @ —vdo—2) 20D 4 (g 4 ads - 22D,
ox oy
. (T (T
= () — dd)yw _ dmﬂ’
oz oy
1o} 7]
= 1—d —_— —y— d
[1-a6 (o5 — vz ) | w9

considerando que il, = (:17(% - y(%) entonces tenemos que R = [1 —d¢ (z(% - y(%)] P(7)
entonces R puede escribirse como una exponencial

R = ei[z do,

Problema No. 3.2

Mostrar que de las expresiones dadas en (14) se puede llegar a (15)

Solucién

Nuevamente, consideremos solo los términos lineales en la expansién de la serie de Taylor y dado
que tenemos rotaciones infinitesimales, entonces

eil=d% =1 1 il.dg + L (il-dg)® + ...,

entonces tenemos que

(1 +il.dp)A (1 —il.dp) = Ay — Agd,

(Ap +ildpAL)(1 —il,dp) = Ay — Ayde,

Ay — Agilodg + il.ddpAy + .dpAsldp = Ay — Azde,
il Ay — Agly)de = —Aydg.
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Luego entonces, concluimos que

[z, As) = iA,
entonces tenemos que
(1 +ildp)Ay(1 —il,dp) = Axdp— Ay,
(Ay +il.dpA)(1 —ildd) = Aydp— Ay,
Ay — Ayilydg +il,dpAy, + [,dpAyl.dp = Aydp— Ay,
il Ay — Ayl )dp = —Agdg.

Problema No. 3.3

Determine la precesion del spin en un campo magnético homogeneo.

Solucién
Si el cuerpo cargado se mueve en una campo magnético homogéneo circular alrededor de la di-
reccién del campo con una frecuencia

w:2wL =
mc

Aqui, la carga del electron es —e. Esto se sigue del hecho de que la fuerza de Lorentz equilibra la
fuerza centrifuga.

= mwa,
entonces
eB
w=——
mc
Por lo tanto
eB
wp = ——
2me

la cual, se conoce con el nombre de frecuencia de Larmor.

Problema No. 3.4

Resolver la Ec. de Laplace usando coordenadas esféricas
Solucién
Asumiendo que podemos tener

U(Ta 0, ¢) = R(T)G(Gv ¢)7

de este modo vemos que
r

2
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4. El Método WKB

Para estar en condiciones de estudiar los efectos de potenciales mds realistas, que los corre-
spondientes a barreras y pozos de potencial, es necesario encontrar métodos que permitan resolver

la ecuacién de Schrodinger para dichos potenciales.

En general no es posible construir soluciones exactas para tales casos, y lo que se hace, es
recurrir a métodos de aproximacién que proporcionen una solucién suficientemente buena y simple,

como para poder estudiar el comportamineto del sistema con ella.

Métodos como estos hay muchos, pero nos concentraremos en el método desarrollado simul-
taneamente por G. Wentzel, M. A. Kramers y L. Brillouin en 1926; y de cuyos apellidos deriva

el acréonimo WKB.

Es importante mencionar que el método WKB, sdlo es aplicable a la ecuacién de Schrodinger

1-dimensional.
Para resolver la ecuacién de Schrédinger

supongamos que el potencial tiene la forma:

u(y) = uof(%)

Y hacemos los cambios de variables:

g
2muga?

E

n=—

uo

Y

z=2

a

de la ecuacién (5) obtenemos:
o oyo 9

=——=a
or Oz dy Jy
7 = e () = (o) (o) =3
=—|a=—)=(a=—)la=— ) =a
dz2 Oz \ Oy ox Ox Oy?
y la ecuacién de Schrédinger se escribe:
0%y
2 —
—£ ) + f(@)p =y
multiplicdndola por —1/£2 y definiendo r(x) = n — f(x), es posible escribirla en la forma:

8%y 1
W + 5—27‘(13)1/) =0

para resolver ésta ultima, proponemos la siguiente solucién:

¥(z) = exp g / g()dz
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En general: ["g(z)dz = Q)2 = Q(z) — Q(a) > 2942 = 291) — (). Esto deacuerdo
con el teorema fundamental del célculo.

Por lo que:
82y 0 [0y o )i N
_— e — = — - — d
ozx?2 Oz (&z Ox Eq(x) P €/, a()dz

52 . . . x 5 . z
:>8—;§:§ éqQ(x)exp %/a q(z)dz +%exp é/a q(z)dz

Factorizando 1 tenemos:
0%y 1 i 9q(x)

922 —5—2112(1”) ¢ ox P (11)

Olvidandonos de la dependencia en z, la ecuacién de Schrédinger se escribe ahora:
-+ =+ 5r|Yv=0 (12)

En general ¢ # 0 por lo que:
d
i€ 4 r—q2=0 (13)
dx
que es una ecuacion diferencial lineal tipo Riccati, cuya solucién se busca como una serie de
potencias de &; suponiendo que £ es muy pequena.

Dicha serie proponemos que tiene la forma:

oo

g(@) = (~i€)"an(2) (14)

n=0

Sustituimos ésta en la Riccati para obtener:

€3 (=i @) = Y (i) Y (~i€) a =0 (15)
n=0 pn=0 v=0

Rearreglando los términos de la ecuacién (15) tenemos:

o0 oo o0
) dq .
S ) - 33 i g, =0 (16)
n=0 pn=0 v=0
Las series dobles cumplen con:

o oo c© n
E E auy = E E aAm,n—m

pn=0 vr=0 n=0 m=0
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Donde: py=n—m v=m

De ésta forma:

Z;H)”(zs)”“ dan ZOZO ) GG = 0 an

Veamos por separado unos cuantos términos de cada una de las series contenidas en la ecuacién

(17):

dgn d, d gd
Z(l gt — S0 2T el (18)

Z Z(—ié)"qmqnfm = g3 —i26q0q1 + . .. (19)

n=0m=0

Para que ambas series contengan en su primer término, de sus respectivos desarrollos a i§, debemos
escribirlas:

S d o oo n .
N R EI 1 D) DI M
n=1 n=1m=0

De la cual obtenemos:

S| - N i) angnm | + [r@) - | =0 (20)
n=1 m=0

Para que se satisfaga la igualdad anterior, debemos exigir que:

r(z) — qg =0 = qo==x+/r(z) (21)

dgn_1 N\~
7(715)’”% - Z(*’Lﬁ)"Qan—m =0
m=0

d
- q”lf quqnm n>1 (22)

A la cual llamaremos relacién de recurrencia. Recordando que definimos r(z) = n—f(z), n=

£ & fz)= J‘—D ; obtenemos con ayuda de la ecuacién (21) que:

qo =£+/n— f(= \/ Qméiu; %) (23)

Esta tltima es la conexién clésica para el momento de una particula de energia E en el
potencial u, en unidades de v/2mug. Por ello:

g0 = p(z) = \/n — f(x)
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(que no es operador) Si aproximamos hasta segundo orden, tenemos lo siguiente:
q(z) = qo — iq1 — g2

y empleando la ecuacién de recurrencia calculamos g1 y ga:

dqo
dgo 190 g
a0 _ > qg=--d - %
. q0q1 q1 0o 2 dm( n |qol)
d
= q= 7——w(ln Ip(z)|) (24)
dq1 2
d du g
T — _2gogs — @ = = 1 (25)
dx 2qo0

De la ecuacién (24), nos percatamos de que ¢ es la pendiante con el signo cambiado de In|qol;
cuando gp es muy pequeno, g1 K 0 = —&q1 > 0, y en consecuencia la serie diverge. Lo que
nos lleva a exigir la siguiente condiciéon WKB:

lgo| > | — €q1] = &|qu|
La condicién WKB no se satisface para puntos xj, tales que:

qo(zr) = p(zr) =0

2m(E—u) .y .
recordando que qop = p = mug la ecuacién anterior nos conduce a:

E = u(xy) (26)
En fisica cldsica puntos xj, que satisfacen la ecuacién (26), son llamados puntos de retorno;
va que en ellos la particula invierte el sentido de su movimiento.
En base a lo anterior, podemos decir que gp es una solucién cldsica del problema, y que
q1 & g2 son respectivamente, la primer y segunda correcciones cudnticas del problema.

Para obtener las funciones de onda, sélo consideraremos la solucién clédsica, y la primer
correcién cudntica del problema; y las ssutituimos en nuestra propuesta para :

¢ = exp %/ g(z)dz | = exp %/ (g0 — i€q1)dz

. x x
i

= Y=exp| = qodz | - exp q1dz
5 a a

Para el segundo factor tenemos:

‘ 1 [ d
exp /(hdw = exp *5/ %(hﬂp(ﬂﬂ)”d?c =

—exp |~ Slpla))| | = —A—
2 a|l  +/p(x)



con A una constante. Para el primer factor tenemos:

exp é/ qodz | = exp :I:%/ p(z)dz

Y ¢ puede ser escrita como:

Pt = 1( ) exp | + é/z p(z)dz (27)
p(x a

y se llaman las soluciones WKB de la ecuacién de Schrédinger uno-dimensional.
La solucién general WKB en la regién para la cual se cumple la condicién WKB, se escribe:

Y =ardt +a_y (28)

Como ya se dijo, no hay solucién WKB en los puntos de retorno; lo que nos lleva a cues-
tionarnos como es que ¥ (z < xy) pasa a ¢Y(x > ), y para esto se hace necesaria la introduccién
de las férmulas de conexidn.

Las Férmulas De Conexidn

Ya se dijo que las soluciones WKB, son singulares en los puntos cldsicos de retorno; no
obstante estas soluciones son vilidas a la izquierda, y a la derecha de un punto cldsico de retorno
zk. Y por ello nos cuestionamos como es que ¥(z < xy) pasa a P(z > zi); es decir, debemos
encontrar las férmulas de conexién.

De la teoria de ecauciones diferenciales ordinarias, y con apoyo del andlisis de funciones de
variable compleja, puede demostrarse que las férmulas de conexién existen y que son las siguientes:

Yi(x) = % exp (/ \/r(m)dx> —

[=r()]*

[r(a)) 3

donde 91 (z) sélo tiene un comportamiento exponencial decreciente para x < x. Lo que significa
nuestra primer férmula de conexién, es que una funcién ¥(z), que a la izquierda de un punto
clasico de retorno se comporte como una exponencial decreciente, pasa a la derecha del punto
clésico de retorno como un coseno de fase ¢ = %, y con el doble de la amplitud de la exponencial.
Ahora, en el caso de una funcién ¢ (z) més general; es decir, una funcién que tenga un
comportamiento exponencial creciente y decreciente; la férmula de conexién correspondiente es:

sin (¢+%) mexp (/:k mdx) —

[,

— —2 cos (/: \/@d:z — %) (29)

— # cos (/I v r(z)dz + d)) (30)

[r(z

siempre que ¢ no tenga un valor muy cercano a —7; la razén de ello es que si ¢ = —7, el seno
se anula. Esta segunda férmula de conexidn, significa que una funcién que se comporta como un
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coseno a la derecha de un punto cldsico de retoirno, pasa a la izquierda de él como una exponencial
creciente con amplitud modulada pro un seno.

Para ver los detalles de como son obtenidas estas férmuals de conexién, debe consultarse el
libro: Mathematical Methods of Physics by J. Mathews & R.L. Walker.

Estimaciéon Del Error Introducido en la Aproximacién WKB

Hemos encontrado la solucién a la ecuacién de Schrédinger en cualquier regién donde se
satisfaga la condicién WKB; no obstante, las soluciones WKB divergen en los puntos clasicos de
retorno como ya se ha senalado. Analizaremos un tanto superficialmente esta problemdtica a fin
de proponer las llamadas férmulas de conexién en una vecindad préxima a los puntos clasicos de
retorno.

Supongamos que x = xj, es un punto cldsico de retorno; es decir, es un punto tal que se
cumple: qo(zx) = p(zx) =0 = FE = u(zg). Ahora bién, a la izquierda de zy; es decir para
puntos del espacio 1-dimensional tales que z < z, supongamos que E < u(z), de modo que en
esta regién la solucién WKB es:

o) = — 2 / =
[u(z) E}Z

uo

b / /u(:z (31)

uo

de igual forma a la derecha de zg, es decir para puntos del espacio 1-dimensioanl tales que x > xp
supondremos que E > u(z), en consecuencia la solucién WKB en esta regién es:

b(a) = —— exp / JEa
[E u(:t) 1
+ %exp ,f/z Mdm (32)
I:E—u(z)}zg 3 o \/ ug

uo

Si ¢(z) es una funcién real, lo serd tanto a la derecha como a la izquierda de zj, a esto le
llamaremos “reality condition”, y establece que si a,b € R, entonces ¢ = d*.

Nuestro problema es conectar las aproximaciones a cada lado de zj a modo de que se refieran
a la misma solucién exacta; esto es encontrar ¢ y d si conocemos a y b, y viceversa. Para hacer
dicha conexién, debemos utilizar una solucién aproximada, la cual sea vdalida a lo largo de un
camino que conecte las regiones a ambos lados de z, donde las soluciones WKB sean vilidas
también.

Lo méas comun es recurrir a un método propuesto por Zwann y Kemble, el cual consiste en
evadir el eje real en las cercanias de xj, mediante el recorrido de un camino que encierre a xj
en el plano complejo; a lo largo de este camino las soluciones WKB seguirdn siendo validas. En
esta exposicién recurriremos a dicho método, pero sélo con la finalidad de obtener un medio de
estimar errores en la aproximacién WKB.

La estimacién de errores es importante, a causa de que se desea obtener soluciones aproxi-
madas, en un amplio intervalo de puntos del espacio 1-dimensional; y se debe estar preocupado
en si el error se acumula, y si posteriormente traerd consigo corrimientos de fase.
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Para esto definimos las funciones WKB asociadas como:

Wi = %exp :I:i/ UE_—u(m)dx (33)
[E—u(z)] b 13 o uo

uo

a éstas las consideraremos como funciones de variable compleja respecto de z, y emplearemos

E—u(x)

cortes de tipo rama para eludir discontinuidades en los ceros de r(z) = . Estas funciones

satisfacen una ecuacién diferencial, que puede obtenerse diferencidndolas respecto a x, para tener:

. 1
Wi = (iﬁﬁf —T—> Wy

13 4 r
r 1" 5 (r'\?2
W¥+ §_2+ZTE<?):|Wi:0 (34)
nombramos a: 9
1" 5 (7

S 35
s(x) 4 r 16 (T) (35)

entonces las W4 son soluciones exactas de:

1’ ]'
Wi+ {6—27“(90) + s(x)} Wi =0 (36)

mientras que sélo satisfacen aproximadamente a la ecuacién de Schrédinger; la cula es regular en
T = x}, mientras que la ecuacién satisfecha por las funciones WKB asociadas es singular en dicho
punto.

Procedamos a definir funciones a4 (z) tales que cumplan con las dos relaciones siguientes:

¥(@) = ot (@)W (2) + a (@)W-(2) (37)

P (@) = ap (@)W, (2) + a- (2)W. (z) (38)

donde (x) es uan solucién a la ecuacién de Schrédinger. Resolviendo las ecuaciones anteriores
para las a4 ; tenemos:

YW — o'W YW, — ' Wy

At = O = T T T
WiW! — W W WiW! — W W

siendo el denominador de éstas el Wronskiano de W, y W_; no es dificil demostrar que éste
toma el valor 7%71, asi que las a+ se simplifican a:

oy = gz (vWL —'W-) (39)
a = _75; (vW} —¢'Wy) (40)

Tomando la derivada respecto a x de las ecuaciones (9) y (10), tenemos:

dayt 5 Ivas! 7 " 27 724
W=—z(ww;+¢w;f¢ Wz — ' W) (41)
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dentro del paréntesis el primer y cuarto término se anulan; recordemso que:
" 1 " 1
Yo+ E—Qr(m)zp =0 & Wi+ E—Qr(m) +s(z)| We =0

podemos escribir la ecuacién (11) como:

Eoi )]
(Z_i = :ngs(x)d)(x)wq: (z) (42)

y en base a las ecuaciones (3) y (7):

dok _ &, s(@)

de "2 [p()]2

o+ + o exp (:F%z/z \/'r(x)d:z>] (43)

Las ecuaciones (12) y (13) son usadas para estimar el error que se comete en la aprozimacidon

WKB para un punto particular del espacio 1-dimensional.
. . do4 . s

La razén de que se considere a —==, como una estimacién del error que se comete en la
aproximacién WKB, es que en las ecuaciones (1) y (2) las constantes a, b y ¢, d respectivamente,
tan sélo nos dan soluciones v aproximadas; mientras que las funciones a+ al introducirlas en las
ecuaciones (7) y (8), nos proporcionan soluciones v exactas; y al tomar su derivada obtenemos
la pendiente de la recta tangente a ellas, y ésta nos dice cuanto es que se desvian las a4 de las
constantes a, b, c y d.

Nota: Los articulos WKB originales son:

G. Wentzel, “Eine Verallgemeinerung der Wellenmechanik”,
Zeitschrift fiir Physik 38, 518-529 (1926) [received 18 June 1926]

L. Brillouin, “La mécanique ondulatoire de Schrodinger; une méthode générale de resolution par
approximations successives”,

Compte Rendue 183, 24-26 (1926) [received 5 July 1926]

H.A. Kramers, “Wellenmechanik und halbzahlige Quantisierung”,
Zf. Physik 39, 828-840 (1926) [received 9 Sept. 1926]

H. Jeffreys, “On certain approx. solutions of linear diff. eqgs. of the second order”,
Proc. Lond. Math. Soc. 23, 428-436 (1925)
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Problemas
Problema 4.1

Veamos un ejemplo de como se usa el método WKB en mecédnica cudntica: Consideremos una

particula de energia E que se mueve en un potencial u(z), la correspondiente ecuacién estacionaria
de Schrédinger es:

5tz [E-u@)]y=0 (44)

y consideremos que u(z) tiene la forma que se muestra en la figura 4.1.

Fig. 4.1

Como podemos ver:

_2m

r(z) = 7z

es positiva paraa < x < b
E-u@)

es negativa para z < a,x > b

Si ¢(z) corresponde a puntos tales que = < a, al pasar al intervalo a < z < b, nuestra férmula
de conexién es la ecuacién (29) y nos dice que:

P(z) ~ cos / Z}i—rg(E —u)dzx — g (45)

[E—uﬁ

donde A es una constante arbitraria,
Cuando v¥(z) corresponde a z > b, al pasar al intervalo a < z < b similarmente:

B " [am T
P(z) ~ 7m cos /z U?(Efu)dmf 1 (46)

donde B es una constante arbitraria. La razén de que nuestra férmula de conexién sea nuevamente
la ecuacién (29), es que cuando la particula llega al segundo punto cldsico de retorno, = = b, ésta
invierte la direccién de su movimiento, y entonces es como si hubiera venido de derecha a izquierda;
lo que equivale a ver la primer situacion de izquierda a derecha en el punto = a, en un espejo.
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Estas dos expresiones independientemente de las constantes A y B, deben de ser las mismas;
asi que:

b
2 2
h—?(E—u)dw—% = —cos /I h—?(E—u)dw—%

T b
2 2
= cos /a Hh—r;l(Efu)dxfg + cos /aC UFL—T;L(Efu)dmfg =0 (47)

Recordando que:

A+ B A—-B
cosA+cosB:2cos< —; )cos( 2 )

la ecuacién (47) se escribe:

1 7 Jom U b 2m U

2 cos 5 / 1/h—2(E—u)d:z—Z+/ 1/?(E—u)dx—z
a x
b

1  Jom ™ 2m ™

~cos | o /a ”?(Efu)dmfo/l 1/?(E7u)dx+1

lo que implica que los argumentos de estos cosenos sean un multiplo entero de g; el argumento del
segundo coseno no nos lleva a algin resultado interesante, por lo que sélo prestaremos atencién
al argumento del primer coseno, el cual por el contrario si nos lleva a un resultado de gran
importancia; entonces:

b
2 2
h—rg(E—u)d:z—g-i-/ UFL—T;L(E—u)d;B—g :gw para n impar

0 (48)

b
= /a v/ 2m(E — u)dx = (n + %)Wﬁ (49)

Este resultado es muy similar a las reglas de cuantizacién de Bohr - Sommerfeld.

Recordemos que el postulado de Bohr establece que el momento angular de un electrén, que
se mueve en una érbita permitida en torno a un nucleo atémico, estd cuantizado y su valor es
igual a: L = nh, n=1,2,3,.... Y recordemos también que las reglas de cuantizacién de Wilson
- Sommerfeld, establecen que toda coordenada de un sistema fisico que varie periédicamente en
el tiempo deberd satisfacer la condicién cudntica: qudq = ngh; donde q es una coordenada
periddica, pgy es el momento asociado con ella, ng es un nimero entero y h es la constante de
Planck. Y como podemos ver el resultado obtenido de la aproximacién WKB es muy similar a
estos dos.
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Problema 4.2

Estimemos el error que se comete en la solucién WKB, en un punto 1 # xj, con xj un
punto cldsico de retorno; para la ecuacién diferencial y”’ + zy = 0. La solucién de este problema
en fisica, es importante para el estudio de campos uniformes; tales como el campo gravitacional
6 el campo eléctrico uniforme debido a placas planas con carga eléctrica.

Solucion:
Para esta ecuacién diferencial tenemos que:

g = 1’ T(x) =z & S((L‘) = ——x

r(z) = x solamente tiene un cero en xy = 0, asi que para = > 0:

¢ 2
Wy = o7 exp (:I:z/ ﬁdw) — g% exp (:I:gz:z%> (50)
0

Derivando las W4 una y dos veces respecto a x, nos damos cuenta de que satisfacen la siguiente
ecuacion diferencial: 5
Wi+ (x——2"?)Wx =0 (51)
16
La solucién exacta y(z) a esta ecuacién diferencial, la escribiremos como una combinacién
lineal de las W4, tal y como se indicé en la seccién correspondiente a la estimacién de error en la
aproximacién WKB; si recordamos la combinacién lineal se propuso de la forma:

y(@) = o (@) Wi (2) + a— () W-(2)

Para z muy grandes una solucién general de nuestra ecuacién diferencial, estd descrita por la
aproximacién WKB como:

2
y(z) = Az~ cos (590% + 6) cuando = — 00 (52)

de modo que oy — %ei‘s ya_ — %e*i‘s para x — 0o. Deseamos calcular el error en esta solucién

WKB; el cual es medido por la desviacién de a4 y a— respecto de las constantes A. Para esto
utilizamos la ecuacién:

day _ & s(x)
dx :':2 r(z)

x
ot + o exp (:F2z'/ \/'r(x)d:z>]
Tk
y efectuando las sustituciones correspondientes:
d i 5 A L A 2
% = :F% (——x_2> =3 {Eei“s + Ee]F“s exp <:|32’L§13%>:| (53)

sabemos que Aa-, representa los cambios que sufren las a4+ cuando x va desde z; hasta oo, y
estos cambios se calcula mediante:

Ay 2 > dot
—_— = = ——dzr =
A/2 A dz

z1

Q|

5 .. |2 _3 N 3
= iiﬁei“s 3% 2 4 29 72 exp (:Fi mﬁ) dz (54)

1
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El segundo término dentro del paréntesis es menos importante que el primero, esto se debe a que

5 3
la exponencial compleja, oscilaentre 1 y —1y 2~ 2 <z~ 2. de este modo:

A ,
oot o iiiei“sxl (55)
A2 48

y como podemos ver el error que se introduce es realmente pequeno, esto porque igualmente la
3

exponencial compleja oscila entre —1y 1,y x;§ serd también pequeno.

Problema 4.3

;Porqué la ecuacién diferencial que satisfacen las funciones WKB asociadas, difiere de la
ecuacién de Schrodinger que es satisfecha por las funciones WKB; en la inclusién de la funcién
s(z), si las funciones WKB y las asociadas WKB tienen la misma forma?

Justificacion:

Recordemos que en el proceso de obtencién de las soluciones WKB, nos encontramos con
una ecuacion diferencial tipo Riccati; para la cual propusimos una solucién en forma de serie
de potencias de —i¢, dicha serie es g(z) = Zfzo(fiﬁ)”qn (z). Pero recordemos también que
ésta la aproximamos sélo hasta segundo orden, por lo que nuestras funciones 1+ (z) satisfacen la
ecuacién de Schrodinger sdlo aprozimadamente. Por otra parte se proponen las funciones WKB
asociadas W4, como funciones que tienen la misma forma que las funciones 1)*; y para obtener
la ecuacién diferencial que éstas satisfacen, simplemente las derivamos; y en consecuencia esta
ecuacion diferencial es satisfecha exactamente por ellas, y como vemos se introduce de manera
natural la funcién s(x); y hace su aparicion para indicarnso que tanto se “desvian” las funciones
1 de la solucién exacta a la ecuacién de Schrédinger 1 - dimensional.
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5. EL OSCILADOR ARMONICO

Solucion de la ecuacion de Schrodinger

El oscilador arménico es quizé el modelo més usado en la Fisica, y su utilidad va desde los campos
de la Fisica clasica hasta la Electrodinamica cuantica.
De la mecénica cldsica sabemos que muchos potenciales complicados, pueden ser aproximados en

la vecindad de sus puntos de equilibrio por un oscilador arménico
1 " 2
V@)~ 5V"(@) @~ ) M

Esto en el caso unidimensional. Para este caso tenemos que la funcién hamiltoniana clédsica,

de una particula con masa m, oscilando con frecuencia w, toma la siguiente forma :

y el correspondiente hamiltoniano cudntico en el espacio de configuraciones es :

N 1 d 1
H=—"—(—ih—)? + Zmuw?z? 3
2m( ' dac) +2mwm )

. RZ d2 1
g=_2 % - 2 2
2m dx? +2mw v

(4)

Dado que el potencial es independiente del tiempo, lo que determina las eigenfunciones ¥,, y

sus correspondientes eigenvalores E,, es la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo :
HY, = E, ¥, (5)

Considerando el hamiltoniano para el oscilador arménico , se tiene que la ecuacién de
Schrodinger correspondiente es :

a2 2mE  m2w?
dx?




Hemos suprimido los subindices de E' y ¥ por comodidad. Definiremos ahora las siguientes

cantidades:
2mE
W= )
mw
A=22 (8)

Con estas definiciones, nuestra ecuacién de Schrodinger es:

d?v
- +[k2 = 2222w =0 9)

A esta tltima ecuacién se le conoce como ‘“ecuacién diferencial de Weber”

Haremos enseguida la transformacion:

y = \z? (10)

En general, en un cambio de variable, suponiendo que hacemos el cambio de la variable z a

la variable y , se tiene que los operadores diferenciales toman la forma siguiente:

4 _dyd (11)
dex dxdy
d? d  dy d d?y d dy o d?
=—(=5)= —+ (=P (12)

de? ~ dz dzdy’~ da? dy dr’ dy?
Aplicando esto a la transformacién propuesta obtenemos la siguiente ecuacién diferencial en

la variable y :

2v 14y k2 1

il - Yyl =0 13
ydy2+2dy+[4/\ yed (13)

o bien, definiendo :

- — (14)
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Obtenemos entonces la ecuacién:

2r 1dv ok 1
il — — =0 15
ydy2+2dy+[2 4y} (15)

Pasaremos enseguida a resolver esta ecuacién, haciendo primeramente el andlisis asintético

en el limite y — oo , para hacer esto reescribimos la ecuacién anterior como sigue :

d?v 1 d¥ K 1
—2+——+[———]\Il:0 (16)
dy 2y dy 2y 4

Observamos que , en el limite y — oo, esta ecuacién se comporta asi:

PV, 1
— V¥ =0 17
dy? 4= (an)
Esta ecuacién tiene como solucién:
_ Y -y
Voo (y) = ABXPE +Bexp7 (18)

Desechamos exp % dado que ésta diverge en el limite y — oo, nos quedamos entonces con la

exponencial decreciente. Podemos sugerir entonces que ¥ tiene la siguiente forma:
_ Y
w(y) = exp L) (19)

Sustituyendo esto en la ecuacién diferencial para y ( ec. 15) se tiene:

1 d
G-+ (G-

d2 I
y@ Z)"Z) =0 (20)

Lo que hemos obtenido es la ecuacién hipergeométrica confluente ° :

d? d
28 (cfz)dy

Y ay=0 21
12 Ty (21)

Stambién conocida como la ecuacién diferencial de Kummer
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La solucién general a esta ecuacidn es :
y(z) = A 1Fi(a;c,2) + B 217 1Fi(a —c+1;2 — ¢, 2) (22)

Con la funcién hipergeométrica confluente :

)
n

1F1(a; C,Z) — Z M

(¢)nn! (23)

n=
Comparando entonces nuestra ecuacién , con la ecuacién hipergeométrica confluente , se

observa que la solucién general a nuestra ecuacion es :

1 1 1
Ply) =A 1F1(a;§,y)+B y2 1Fi(a+ 5 ) (24)

N W

donde

) (25)

1
a:f( Z

K

2

Si dejamos estas soluciones asi como estan, entonces la condicién de normalizacién de la

funcién de onda no se cumple, pues del comportamiento asintético de la funcién hipergeométrica
6 . . P . .

confluente ° se sigue que ( considerando tinicamente el comportamiento exponencial, dado que es

el dominante) :

U(y) = e 2 Y(y) — const. eTy 3 (26)

Esto nos lleva a una divergencia en la integral de normalizacién, lo cual es fisicamente ina-

ceptable. Lo que se hace entonces, es imponer la condicién de terminacién de la serie 7 | esto es,

El comportamiento asintético para | x |— oo es:

I'(c)
T'(c—a)

1Fi(a;¢,2) — e T 4

"La condicién de truncamiento de la serie para la funcién hipergeométrica confluente
1Fi(a;c, z) es a = —n, con n un entero no negativo ( esto es, incluye el cero ).
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la serie se corta y surge entonces un polinomio de grado n.

Observamos entonces que, el hecho de pedir que la integral de normalizacidn sea finita (para tener
significado fisico en términos de probabilidades), nos lleva al truncamiento de la serie, y esto a
su vez es lo que da lugar a la cuantizacion de la energia.

Consideremos enseguida los dos posibles casos :

1) a=-n yB=0

K 1
Z_Z = 27
2 1" (27)
Con las eigenfunciones:
—Az? 1
U, (x) = Dy, exp a 1F1(—n; 2 Az?) (28)
y la energia:
1
E, = hw(2n + 5) (29)
2) atg=-n yA=0
k1 1
2= Z 30
2 1 "3 (30)
Teniendo las eigenfunciones siguientes:
— 3 9
W, (z) = Dy exp z 1Fi(—n; 5,)\;3 ) (31)
y para la energia se tiene:
1
E, = hw[(2n+1) + 5] (32)

Los polinomios dados anteriormente por las funciones hipergeométricas, son conocidos como

polinomios de Hermite, y estdn definidos en términos de la funcién hipergeométrica como sigue :

Hon(n) = (—1ym 22

1
2 Fi (s 5, P) (33)
n! 2
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. 2(2n 4 1)!

Han—1(n) = (-1) oy

3
n 1F1(*n;5,712) (34)

Podemos finalmente combinar los resultados obtenidos ( pues unos nos dan los valores pares y

otros los impares ) en una sola expresién para los eigenvalores y las eigenfunciones , obteniéndose

U, (z) = Dp exp

2’”2 Hn(Vx) (35)
En:(n—i—%)hw n=0,1,2... (36)

El espectro de energia del oscilador arménico es equidistante, esto es, existe la misma difer-
encia hw entre cualesquiera dos estados . Otra observacién que podemos hacer, es acerca del
minimo valor de energia que toma el oscilador; lo sorprendente es que éste es distinto de cero; esto
es un resultado puramente mecdnico cudntico, a este valor se le conoce como energia de punto

cero y el hecho de que sea distinta de cero , es una caracteristica de todos los potenciales ligantes

(aquellos que confinan a las particulas) .

La constante de normalizacién puede ser calculada, y tiene el valor:

A1 1
D = (\/;2%!)2 (37)

Con lo cual obtenemos finalmente las eigenfunciones del oscilador arménico unidimensional,

normalizadas :

N

H,(Vz) (38)
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Operadores de creacién (a') y aniquilacién (&)

Existe otra forma de tratar el oscilador arménico de una forma distinta a la convencional de
resolver la ecuacién de Schrodinger, esta otra manera es llamada el método algebraico o método
de operadores, éste es un poderoso método el cual es aplicado también en otra clase de problemas
mecanico cuanticos.

Definiremos dos operadores no hermiteanos a y a' :

a= /2@t L) (39)
I Y P (40)

Estos operadores son conocidos como operador de aniquilacion y operador de creacion,
respectivamente (las razones para estos nombres se verdn después ).

Vamos a calcular ahora el conmutador de estos dos operadores:

o M o1 ; -1 41
a0l = 22+ 2o - B = (e, p] + ilp.a]) (1)

Donde hemos usado el conmutador:
[z,p] = iR (42)

Esto es, tenemos que los operadores de creacién y aniquilacién satisfacen la relacién de con-

mutacion :

[a,af] =1 (43)

Vamos a definir también el llamado operador de nimero N como:

N =a'a (44)



Este operador es hermiteano como lo podemos demostrar ficilmente usando (AB)T = BT Af

Nt =(ata)f = af(aN)t =ata =
Ahora bien, considerando que

=N

2
P MW P
a'a =5 (z* +

(45)

) Tl =
de numero :

(46)

observamos que el hamiltoniano estd dado de una manera simple en términos del operador
H = hw(N +

1
3)

la funcién de onda sobre la que opera, esto es:

(47)

El operador de nimero recibe su nombre debido a que sus eigenvalores son justo el indice de

N|n>=n|n>
Donde hemos usado la notacién:

(48)
| ¥p > = |n>
Aplicando este hecho a (47) tenemos

(49)

. 1
H\n>:hw(n+5)|n>

los valores de la energia estan dador por

(50)

Pero sabemos de la ecuacién de Schrodinger que A | n >= E | n > de lo cual se sigue que

E, = hw(n + %)
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El cual es idéntico (como debia ser ) con el resultado (36).
Vamos enseguida a mostrar el porqué de los nombres que se le dan a los operadores a y af . Para

hacer esto comenzaremos calculandodos conmutadores:

[N,a] = [ata,a] = a'[a,a] + [a,a]la = —a (52)

Lo anterior se sigue de [a,a] = 0 y (43).Similarmente calculamos:

[N,a'] = [ata,al] = al[a, al] + [af,al]a = ot (53)

Con estos dos conmutadores podemos escribir:

N@a'|n>) = (N,d'l1+d'N)|n>

(af +af Ny |n> (54)

af(l+n) | n>=m+1)at |n>

Con un procedimiento similar se obtiene también:

N(a|n>)=(N,a +aN)|n>=n—1a|n> (55)

La expresién (54) implica que el ket af | » > es un eigenket del operador de niimero , donde el
eigenvalor se ha incrementado por uno, esto es , se ha creado un cuanto de energia al actuar af
sobre el ket, de ahi su nombre de operador de creacidén. Comentarios siguiendo la misma
linea de razonamiento son véalidos para el operador a, lo cual le da el nombre de operador de
aniquilacién ( un cuanto de energia es disminuido al actuar este operador ).

La ecuacién (54) también implica que el ket at | n > y el ket | n4-1 > son proporcionales, podemos
escribir esta relacién asi:

al|n>=cln+1> (56)
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Donde ¢ es una constante que hay que determinar. Considerando ademas que :

(af |n>)=<nla=c" <n+1] (57)

Podemos entonces realizar el siguiente célculo:

<nla@ |n>)=c"<n+1]|(c|n+1>) (58)
<nladt |n>=cc<n+1|n+1> (59)
<nlaal | n>=|c|? (60)

Pero de la relacién de conmutacién para los operadores a y a' :

[a,a'] = aat —afa=aal —N =1 (61)
Esto es :
adf = N +1 (62)
Sustituyendo en (60):
<n|N+1l|n>=<n|n>+<n|N|n>=n+1=|cl|? (63)

Pidiendo que c sea real y positiva ( por convencién ), obtenemos su valor:

c=vn+1 (64)
Con lo cual se tiene la relacién:
at |n>=vn+1|n+1> (65)
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Siguiendo el mismo camino se llega a una relacién para el operador de aniquilacién :

aln>=+n|n-1> (66)

Vamos ahora a mostrar que los valores de n deben ser enteros no negativos. Para esto,
acudiremos al requerimiento de positividad de la norma, aplicado en especial al vector de estado
a | n >. Este requerimiento nos dice que el producto interior de éste vector con su adjunto((a |

n >)F =< n | a') debe ser mayor o igual que cero :

(<nla’) -(@|n>)>0 (67)

Pero lo anterior no es mas que :

<nlalaln>=<n|N|n>=n>0 (68)

Por lo tanto n nunca puede ser negativo. Y tiene que ser entero pues si no lo fuera al aplicar
en repetidas ocasiones el operador de aniquilacién nos llevaria a valores negativos de n, lo cual
estd en contraposicién con lo anterior.

Es posible expresar el estado n (| n >) en términos del estado base (| 0 >) usando el operador de

creacion, veamos como hacerlo:

|1>=al]0> (69)
t )2
|2>:[%}\1>:[(3%}\0> (70)
_ b _@h?
135>= 12 25= ) 0> (71)

V3 V3l
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G
V!

|n>=] 110> (72)

Podemos también aplicar éste método para encontar las eigenfunciones en el espacio de con-

figuraciones. Para hacer esto, partiremos del estado base:

al0>=0 (73)
En la representacién x tenemos:
N mw %
a%o(x) = /=2 (2 + 2 )Wo(z) =0 (74)
2h mw

Recordando la forma que toma el operador momento en la representaciéon z, podemos llegar a una
ecuacién diferencial para la funcién de onda del estado base; introduciremos también la definicién

siguiente xo = 4/ % , con esto :

d
+22—)¥e=0 75
(z + =z d:z) 0 (75)

Esta ecuacién se puede resolver facilmente, resolviéndola y normalizdndola ( su integral de —oo a

oo debe ser la unidad ), llegamos a la funcién de onda del estado base:

Wo() = (—e)e 270 (76)
Vo

Las demds eigenfunciones, esto es, las eigenfunciones para los estados excitados del oscilador

armoénico , se pueden obtener usando el operador de creacidn, el procedimiento es el siguiente:

1 d
Uy =alwy = (—\/Ex )z — xg—dx)q/o (77)
0

bl e ad
=7 \/imo)( )" %o (78)

\IIQ = —(G,T)2‘I/O Odm
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Siguiendo con este procedimiento, por induccién se puede mostrar que:

1 1 d _l(z?
Un=———x —5 (@-af )" e 2(z5) (79)
N nTy i
Vm27n! zy 2

Evoluciéon temporal del oscilador

En esta seccién vamos a ilustrar con el oscilador arménico una manera en la cual se trabaja
con la representacién de Heisenberg, esto es, dejaremos que los estados estén fijos en el tiempo y
haremos evolucionar a los operadores en él. Veremos a los operadores ¢ omo funciones del tiempo,
especificamente, encontraremos como es que evolucionan los operadores posicién , momento, a y af
en el tiempo, para el caso del oscilador arménico . Las ecuaciones de movimiento de Heisenberg

para py x son :

dp d
Lo Sy 80
dt az” ® (80)
dé b

— = = 1
dt m (81)

De aqui se sigue que las ecuaciones de movimiento para z y p en el caso del oscilador arménico

son:

» = —mw?i (82)
dt

dz P

-~ - £ 83

dt m (83)

Se tiene un par de ecuaciones acopladas , estas son equivalentes a un par de ecuaciones

para los operadores de creacién y aniquilacién, salvo que estas dos tltimas no estan acopladas,
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veamoslas explicitamente :

da mw d | ip
da _ [frwd . @ 84
dt oh i ) (84)

da mw  dE i dp
_ / _— 85
dt 2h(dt+mwdt) (85)

Sustituyendo (82) y (83) en (85) :

J )
L9 g) = —iwa (86)
dt 2h ‘m

Similarmente se puede obtener una ecuacién diferencial para el operador de creacién, la cual no
estd acoplada:
dat

— = iwal 87
o = we (87)

Las ecuaciones diferenciales que hemos encontrado para la evolucién temporal de los operadores de
creacién y aniquilacién , pueden ser integradas inmediatamente, ddndonos la evolucién explicita

de estos operadores en el tiempo :
a(t) = a(0)e ! (88)

at®) = al(0)e? (89)

Podemos observar de estos resultados y de las ecuaciones (44) y (47) , que tanto el hamilto-
niano como el operador de nuimero , no dependen del tiempo, tal y como podriamos esperar.
Con los dos resultados anteriores , podemos encontrar los operadores de posicién y momento como
funcién del tiempo, pues ellos estdn dados en términos de los operadores de creacién y aniquilacién:

z = 2;:.0 (a+at) (90)

i/ m;“’ (a' - a) (91)
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Sustituyendo los operadores de creacién y aniquilacién se obtiene:

z(t) = &(0)coswt+ ) sinwt (92)
mw
p(t) = —mwz(0)sinwt + p(0) coswt (93)

La evolucién temporal de los operadores de posicién y momento es la misma que las ecuaciones
clasicas de movimiento.
Hemos finalizado esta seccién, mostrando la forma explicita en que evolucionan cuatro operadores
en el caso del oscilador armoénico , reflejando de esta manera una forma de trabajar en la poco

mencionada representacién de Heisenberg.

El oscilador armonico tridimensional

Al iniciar nuestro estudio cudntico del oscilador arménico , haciamos comentarios acerca del
porqué la importacia del oscilador arménico . Si hiciéramos un andlogo tridimensional, con-
siderarfamos entonces un desarrollo de Taylor en tres variables® reteniendo términos solo hasta
segundo orden, lo que tenemos es una forma cuadrética (en el caso mas general), el problema de

resolver para esta aproximacioén no es sencillo, es decir, para el caso :

V(z,y,z) = azx? + by? + c2% + dey + exz + fyz (94)

8Es posible expresar el desarrollo de Taylor como un operador exponencial como sigue:

[
e
Esto es el desarrollo de Taylor en tres variables alrededor de ro.

(e=20)+r—vo) +e—2 (Tt F+85) f(y,)
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Afortunadamente hay varios sistemas que se ajustan bien a la simetria esférica, esto es, para

el caso:

V(z,y,2) = K(@® +y? +2°%) (95)

Esto tltimo, equivale a decir que las parciales segundas ( no cruzadas ) toman todas el mismo
valor ( en el caso anterior representado por K), y podriamos agregar que esta es una buena
aproximacion en el caso en que los valores de las parciales cruzadas sean pequenas comparadas
con las parciales segundas no cruzadas.

Cuando se satisfacen los requerimientos anteriores, y tenemos un potencial como el dado por (95),
entonces tenemos el denominado oscilador armdnico tridimensional esféricamente simétrico.

El hamiltoniano para este caso es de la forma:

—h? mw?

H=_"" 2 96
o VT (96)

Donde el laplaciano estd dado en coordenadas esféricas y r es la variable esférica convencional.
Tenemos entonces que el potencial es independiente del tiempo, por tanto la energia se va a
conservar; ademds dada la simetria esférica , el momento angular se conservard también, se tienen
por tanto dos cantidades conservadas, y puesto que a cada cantidad conservada le corresponde un
nimero cudntico, podemos adelantar que nuestra funciones de onda dependeran de dos niimeros
cudnticos (aunque en este caso, como veremos surge otro ). Esto es , necesitamos solucionar la

ecuacion :

H\I/nl =Eu¥n (97)
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El laplaciano en coordenadas esféricas es :

82 20 L2

2

_ 20 98
v Or2 + ror  h2r2 (%8)

Esto se sigue del hecho que :

. 1 0 ) 1 02
L? = —n? — (sinf— — 99
o268 + ez 02 (99)

Las eigenfunciones de L? son los arménicos esféricos, se tiene:
L2Yim (8, ) = —R2U(1 + 1)Yin (6, 0) (100)

Podemos observar que el hecho de que los arménicos esféricos lleven el niimero cuantico m ,
produce la intromisién del mismo en la funcién de onda, es decir tendremos ¥ ;.
Para separar la ecuacién diferencial se propone la sustitucién:
Rnl (T‘)

\Ilnlm('rv 0, 30) = Tmm(oa 50) (101)

Esto al sustituirlo en la ecuacién de Schrodinger, nos va a separar la parte espacial de la parte
angular; la parte angular , son las eigenfunciones del operador momento angular ( al cuadrado ),

en la parte espacial llegamos a la ecuacién :

2mEn,, m2w? 2 (l+1)

/!
nl + ( h2 h2 r2

JRni(r) =0 (102)

Usando las definiciones (7) y (8) , la ecuacién anterior toma exactamente la misma forma que

(9), excepto por el término del momento angular, éste término usualmente es llamado la barrera
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de momento angular.

(1+1
R+ (K — A%r% — %)Rnl =0 (103)

Para resolver esta ecuacién , partiremos del analisis asintético de la misma. Si consideramos
primero el limr — oo, observamos que el término del momento angular es despreciable, de manera

que el comportamiento asintético en este limite es idéntico a (9) con lo cual obtenemos:

en lim r —» o0 (104)

Si observamos ahora el comportamiento cerca de cero, vemos que el comportamiento dom-
inante estd dado por el término de momento angular, es decir, la ecuacién diferencial (102) se
convierte en este limite en :

I(l+1
" — uRnl =0 (105)

nl r2

Esta es una ecuacién diferencial tipo Euler ? , soluciondndola encontramos dos soluciones
independientes:

Ru(r)~ 7Tt o p7¢ en limr—0 (106)

Lo anterior nos lleva a proponer la sustitucién :

Rpi(r) = ritlexp

,r.2
T 6(r) (107)

9Una ecuacién tipo Euler es :
2"y (@) + 2"y (@) + -y (@) + y(a) = 0

La cual tiene soluciones del tipo z“, se sustituye y se encuentra un polinomio para a.
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Podriamos hacer también la sustitucién:

1“2
(r) (108)

Rpu(r) = " exp

Sin embargo esto lleva a las mismas soluciones que (107) ( mostrar esto es un buen ejercicio).

Sustituyendo (107) en (103) , se obtiene una ecuacién diferencial para ¢ :

[+1

" + o(—— - Mg — M2+ 3) — k% =0 (109)

Haciendo ahora la sustitucién de la variable w = Ar2, obtenemos:

3 1 3 K
"+ (4+=—w) —[z(l+=)—=]p=0 110
wd’ + (4 5 —w)¢' — S+ )~ e (110)
Donde hemos introducido k = % = % Tenemos nuevamente una ecuacién diferencial tipo

hipergeométrica confluente la cual tiene por soluciones ( véase (21) y (22)):
1 3 3 1 1 1
o(r) = A WFa[5(+ 5 — k)il + 5,)\1“2} +B (D VR[S (<4 5 — k)=l 5,,\7«2] (111)

La segunda solucién solucién particular no puede ser normalizada , pues diverge fuertemente

en cero, de manera que tomamos B = 0 y se tiene :

dr)=A 1}«1[%(1 + g — k)l + g,,\er] (112)

Empleando los mismos argumentos que para el oscilador unidimensional, es decir, pedimos que las
soluciones sean regulares en el infinito, nos lleva a la condicién de truncamiento de la serie, lo cual

nos lleva nuevamente a la cuantizacién de la energia ; imponiendo la condicién de truncamiento:

%(lJrgfn) =-n (113)
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Esto es , poniendo explicitamente k, obtenemos el espectro de energia :
3
E, =hw(2n+1+ 5) (114)

Podemos observar que se tiene una energia de punto cero igual a %hw para el oscilador
arménico tridimensional esféricamente simétrico.

Las eigenfunciones son (no normalizadas ):

2
1 — AT
e 2

3
Ut (1,0, 0) =7 1Fi(—n;l+ E,MQ) Yim (6, ©) (115)
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Problemas
Problema 5.1
Encuentre los eigenvalores y eigenfunciones del oscilador arménico en el espacio de

momentos
El hamiltoniano mecédnico cudntico para el oscilador arménico estd dado por:

o=
2m 2

B ih—
x (2 6p

Por tanto el hamiltoniano mecdnico cudntico para el oscilador arménico en el espacio de los

momentos es
. 2 1 d2
7 G R
2m 2 dp?

Tenemos entonces que resolver el problema de eigenvalores ( esto es , encontrar las eigenfunciones

y los eigenvalores) dado por (5) , lo cual nos lleva, con el hamiltoniano anterior, a la siguiente
P2
)¥(p) =0 (116)

ecuacion diferencial :
> 2FE
(p) 2k _
mhw?  m2hiw?

dp?
Se puede observar que la ecuacién diferencial obtenida, es idéntica, salvo constantes, con la

ecuacién diferencial que obtuvimos en el espacio de configuraciones ( ec. (6) ). Solo que para

ejemplificar otra forma de resolverla, no seguiremos exact amente el mismo camino que se siguié
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para obtener la solucién de aquella.

Definiremos dos pardmetros, de manera similar a como hicimos en (7) y (8):

2F 1
k2=_"" A= — 117
mh2w? mhw (117)

Con estas definiciones, arribamos exactamente a la ecuacién diferencial (9), se sigue por tanto que

la solucién buscada ( después de realizar el andlisis asintético ) es de la forma:

T(y) = e 7Y4(y) (118)

Donde y estd dada por y = Ap? y A definida en (117). Sustituiremos entonces (118) en (116)
, solo que regresando (118) a la variable p . Haciendo esta sustitucién se obtiene una ecuacién

diferencial para ¢ :

d?¢(p)
dp?

- mp%f’) + (K~ Né(p) =0 (119)

Haremos finalmente el cambio de variable u = \/Xp , la ecuacién anterior se transforma en la

ecuacion diferencial de Hermite :

Pow) , db(w)

T2 e + 2n¢é(u) =0 (120)

Con n un entero no negativo , y donde hemos hecho :

De aqui y de las definiciones dadas en (117) se sigue que los eigenvalores de la energfa estdn dados
por :

1
E, = hw(n + 5)
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Y las soluciones a (120) estdn dadas por los polinomios de Hermite, de manera que ¢(u) = Hn(u)

, con lo cual se tiene que las eigenfunciones (no normalizadas) estdn dadas por :

U(p) = Ae™ 27" H,(VAp)

Problema 5.2

Demuestre que los polinomios de Hermite pueden ser expresados con la siguiente

representacién integral:

Hp(x) = % /°° (z + iy)"e*y2dy (121)

oo

La representaciéon anterior de los polinomios de Hermite es una poco usual, pero que es
muy Util en ciertos casos. Lo que vamos a hacer para demostrar la igualdad , es desarrollar la
integral que se presenta y mostrar que lo obtenido es idéntico con la representacién en serie de los

polinomios de Hermite, la cual estd dada por :

(%]

_1\k
; %(2@"*% (122)
Donde el simbolo [c] significa, el mayor entero menor o igual que c.
Lo primero que haremos es desarrollar el binomio que estd dentro de la integral usando el teorema
del binomio:
(o)=Y g myn

x
(n —m)!m!
m=0

Usando esto , el binomio dentro de la integral, tiene el desarrollo siguiente:
n
n!
(z+iy)" = Z ——— M My™ (123)
(n —m)!m!
m=0
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Sustituyendo esto en la integral:
n [eS)
A n! 2
— E ——— M y"e Y dy (124)
VT (n —m)!m!
m=0 -0
De la forma del integrando podemos ver que la integral es distinta de cero cuando m es par ,

pues de lo contrario el integrando seria impar y la integral se anula. Haremos por tanto el cambio

m = 2k ; con este cambio se tiene:

(%]

2n n! 2k n—2k - 2k —y2
=0

Con el cambio de variable u = y? la integral se convierte en una gama, haciendo el cambio

de variable :

(%]

2" n! 2k _n—2k * k-1 —w

— —_ 2 d 126

ﬁz (n— 262k " , oo™ (126)
k=0

La integral es precisamente I'(k + %) , la cual puede ser expresada en forma de factoriales (
para k entero, desde luego) :

1. (2Kk)!

I'(k + 5) = —22kk!ﬁ

Sustituyendo este valor en la sumatoria y usando el hecho de que 2% = (—1)*

(%]

(_l)kn' n—2k
> n —2m 22 (127)
k=0
El cual es idéntico con (122) , con lo cual se completa la demostracién.

Problema 5.3

Muestre que los eigenestados del oscilador arménico satisfacen la relacién de incer-

tidumbre
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Debemos mostrar que para cualesquier eigenestado ¥, se satisface:

<(apRae2 > =1 (128)

Donde la notacién <> , significa promedio.

Vamos a calcular por separado < (Ap)? >y < (Az)? >, donde cada una de estas expresiones es

<(Ap)? >=< (p—<p>)?2>=<p? - 2p<p>+<p>?>=<p?> - <p>?

<(Az)?>=<(z—<z>)?>=<z?-2r<z>+<z>I>=<a?> - <z >?

Vamos primeramente a mostrar que tanto el promedio de z , como el de p se anulan. Con-

sideremos primeramente el promedio de x:

<z >= /OO z[U,, (z))%dz

)

Esta integral se anula pues [V, (z)]? es una funcién par, esto se puede ver considerando que
la paridad estd dada por la parte polinomial ( pues la exponencial involucrada es una funcién par
). Los polinomios de Hermite tienen paridad definida , y se tienen solo dos casos, n es par o es
impar. Si n es par se sigue de inmediato que [¥,,(x)]? lo es. Si n es impar entonces tenemos que
Hy(—z) = (—1)"Hp(x) , e inmediatamente se ve que esta funcién al cuadrado es par también (
est o es, cualquier polinomio par o impar , elevado al cuadrado es par ). Hemos mostrado que
[¥r(z)]? es una funcién par para n cualquiera, por tanto al multiplicarla por x se vuelve impar,

de manera que la integral se anula. Tenemos entonces com o resultado:

<z>=0 (129)
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Los mismos argumentos son vélidos para el promedio de p , si calculamos éste en el espacio
de momentos con las funciones encontradas en el problema 1 , pues la forma funcional es la misma
. De manera que :

<p>=0 (130)

2

Calculemos ahora el promedio de z2. Para hacer esto usaremos el teorema del virial 10.

Observemos primeramente que :
1 o 2
<V >= §mw <zt >

De manera que es posible relacionar el promedio de 22 con el promedio del potencial ( y poder
usar el teorema del virial).

<z?>=

S <V> (131)
mw

Necesitamos considerar también el promedio de la energia :
<H>=<T>+<V>
Usando el teorema del virial ( para n = 2 ) se obtiene:
<H>=2<V> (132)

Con lo cual se obtiene:

 <H> fhw@n+3)

2
<z® > >

- (133)
mw mw

10F] teorema del virial en mecénica cudntica nos dice que:
2<T>=<r-yV(r) >
Para un potencial de la forma V = Az™ se satisface:
2<T>=n<V >

Donde T representa la energia cinética y V la energia potencial.
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h 1
<z?>=—(n+=) (134)
mw 2

De forma similar calculamos el promedio de p2, explicitamente:

2 1
<p2>:2m<2].;>:2m<T>:m<H>:mhw(n+§) (135)
m
Con (133) y (135) se tiene:
1
< (Ap)*(Ax)? >= (n+ -)*R° (136)

2

De este resultado inmediatamente se puede ver que los eigenestados satisfacen la relacién de

incertidumbre, con el minimo valor precisamente para el estado base (n =0 ).
Problema 5.4

Obténganse los elementos de matriz de los operadores a, af,  y $
Encontraremos primero los elementos de matriz de los operadores de creacién y aniquilacién
, ya que estos nos ayudaran a encontrar los elementos de matriz para los otros dos operadores.

Usaremos las relaciones (65) y (66) , con las cuales se tiene:

<mlaln>=yn<m|n—1>=vnémn-1 (137)

Similarmente para el operador de creacién se tiene:

<mla |n>=vRn¥il<m|n+1>=Vomnt1 (138)

Pasaremos enseguida a calcular los elementos de matriz del operador de posicién. Para

hacer esto , expresaremos el operador de posicién en términos de los operadores de creacién y
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aniquilacién. Usando las definiciones (39) y (40) , se comprueba inmediatamente que el operador

de posicion estd dado por :

h

2mw

(a+ah) (139)

®
Il

Usando esto, los elementos de matriz de el operador & pueden ser inmediatamente calculados:

. h 1
<m|Z|n> = <m| (a+a") |n>
2mw

h
- \ M[\/ﬁém,nfl + VN + Lm nt1) (140)

Siguiendo el mismo procedimiento podemos calcular los elementos de matriz del operador mo-
mento, considerando que p estd dado en términos de los operadores de creacién y aniquilacién ,de

la forma que a continuacién se muestra:

p=iy/ m:“’ (a' - a) (141)

Usando esto se tiene:
. . [ mhw
<m|p|ln>=i T[\/n + 10m,n+1 — VNOm,n—1] (142)

Hemos encontrado entonces , los elementos de matriz de los cuatro operadores y se puede
observar la sencillez con la cual son calculados los mismos para los operadores de posicién y
momento con la ayuda de los operadores de creacién y aniquilacién. Finalmente podemos hacer
la observacién acerca de la no diagonalidad de los elementos de matriz que hemos encontrado, lo
cual era de esperarse por el hecho de que la representacién que estamos usando es la del operador

de ntmero, y ninguno de los cuatro operadores conmuta con él.
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Problema 5.5

Encuéntrense los valores esperados de 2 y p? para el oscilador arménico unidimen-
sional y tsense estos para encontrar los valores esperados de la energia cinética y la
energia potencial. Compdérese este tultimo resultado con el teorema del virial

Se encontrars primeramente el valor esperado de #2 . Para hacerlo recurriremos a la expresién

(139) , de la cual se sigue :
22 = M2tz gt t
3= ——(@a*+(a")* +a'a+aa') (143)
2mw

Recuérdese que los operadores de creacién y aniquilacién no conmutan entre si. Con lo anterior

podemos calcular el valor esperado de &2 :

<#2> = <n|#?|n>
h
= %[\/ n(n — 1)dn,n—2+ /(n + 1)(n+ 2)0n,nt2
+ n dpn + (n+1) ] (144)

Esto es, el valor esperado de #2 est4d dado por :

R
<#Z>=<n|#?|n>= 5 (2n+1) (145)

mw
Para calcular el valor esperado de p2 solo necesitamos expresar este operador en términos de los
operadores de creacién y aniquilacién , lo cual lo podemos realizar a partir de (141), obteniéndose:

h
P2 = 7%((12 + (ah)? —aat —ala) (146)

Para el valor esperado del cuadrado del momento se obtiene:

mh
<P >=<n|p|n>= 520 +1) (147)
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Con este ultimo resultado podemos encontrar el valor esperado de la energia cinética :

. p? 1
<T>=< ——>=— <p* > (148)
2m 2m

Usando el (147) , se obtiene el valor esperado de la enrgia cinética:
. N hw
Nos falta obtener ahora el valor esperado de la energia potencial:
N 1 1
<V >=< ZTwE >= Xl <zt > (150)
Con el resultado de (145) , inmediatamente se sigue el valor esperado para la energia potencial :
N . hw

Observamos que los valores esperados de la energia cinética y la energia potencial coinciden
para toda n , esto es , para cualquier estado de energia , lo cual estd en correspondencia con
el teorema del virial el cual establece que para un potencial cuadratico , como el del oscilador
arménico , los valores esperados de la energia cinética y la energia potencial deben coincidir, y
mas aun estos deben ser iguales a un medio del valor esperado de la energia total del sistema, lo

cual efectivamente se satisface.

Problema 5.6

Una particula cargada (carga q) se mueve en la direccién z , en la presencia de un
campo magnético uniforme en la misma direccién ( B = Bk). Comparando el hamil-

toniano para este sistema con el del oscilador arménico unidimensional , muestre
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que los eigenvalores de la energia pueden ser inmediatamente escritos:

h2k2 B|h 1
— + &(’n-f- _)

E =
kn 2m mc 2

donde hk es el eigenvalor continuo del operador p, y n un entero no negativo.
El hamiltoniano para una particula de carga eléctrica g , la cual se mueve en presencia de un

campo electromagnético estd dado por :
1 qA‘
H=—@-")"+aq¢ (152)
2m c
Donde A , es el potencial vectorial que genera el campo magnético y ¢ es el potencial escalar que
genera el campo eléctrico.

En nuestro problema no tenemos campos eléctricos presentes, de manera que el potencial escalar

¢ es igual a cero. Nuestro hamiltoniano toma entonces la forma :

2
1
H=2 4 5. A+A.p)+—(1)2a2 (153)
2m 2mce 2m ¢

Esto dado que el potencial vectorial y el momento no conmutan, pues el potencial vectorial es
funcién de las coordenadas.
Dado que la particula se desplaza solo en la direccién z , solo tenemos momento lineal asociado a

esta coordenada, esto es :

ﬁ: (Oa 0, pz) (154)

Y por otro lado , el potencial vectorial A que genera el campo magnético en la direccién z es :

A = (-By,0,0) (155)
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Esto 1ltimo se puede comprobar sabiendo que B= v X A
Bajo estas circunstancias , el segundo término del hamiltoniano en (153) se anula, de manera que

el hamiltoniano a considerar es :

vy
2m  2mc2

(156)

Observamos que el hamiltoniano es la suma de una parte de particula libre y otra de oscilador

|Bq|

arménico , identificando w = podemos escribir la energia asociada a cada contribucién

inmediatamente, con lo cual se obtiene:

h2k2 B|h 1
_ Mk JeBIR L L (157)

E
ken 2m mc 2

Obteniendo asfi el resultado buscado.
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6. EL ATOMO DE HIDROGENO

Se estudia el &tomo de hidrégeno resolviendo la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo
con un potencial debido a dos particulas cargadas como lo son el electrén y el protén, con el
Laplaciano en coordenadas esféricas, mediante separacién de variables, dando una interpretacién
fisica de la funcién de onda como una solucién de la ecuacién de Schrédinger para el dtomo de
hidrégeno, ademas de las interpretaciones de los nimeros cudnticos y de las densidades de prob-

abilidad.

INTRODUCCION A LA MECANICA CUANTICA

Como nuestro interes es el de describir el dtomo de hidrégeno, el cual esta a una escala muy
pequena, se hard mediante el uso de la mecdnica cudntica, la cual trata las relaciones entre
magnitudes observables, pero el principio de incertidumbre altera radicalmente la definicién de
“magnitud observable” en el campo atémico. De acuerdo con el principio de incertidumbre, la
posicién y el momento de una particula no se pueden medir simultdneamente con precisién. Las
cantidades cuyas relaciones busca la mecdnica cudntica son probabilidades. En vez de afirmar, por
ejemplo, que el radio de la érbita del electrén en un estado fundamental del 4tomo de hidrégeno es
siempre exactamente 5.3 x 10~11 m, la mecénica cudntica afirma que éste es el radio més probable;
si realizamos un experimento adecuado, la mayor parte de las pruebas dardan un valor distinto,

més grande o mas pequefio, pero el valor mas probable sers aproximadamente 5.3 x 10~11 m.
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ECUACION DE ONDA

Como ya se sabe, la cantidad con que estd relacionada la mecénica cudntica es la funcién de onda
¥ de una particula. Aunque ¥ no tiene interpretacién fisica, el cuadrado de su valor absoluto
| ¥ |? calculado para un punto y en un instante determinado es proporcional a la cantidad de
encontrar experimentalmente a la particula ahi y en ese instante. El problema de la mecanica
cudntica es determinar ¥ para una particula cuando su libertad de movimiento esta limitada por
la accién de fuerzas externas.

Antes de considerar el calculo real de ¥, debemos establecer algunos requisitos que siempre
se deben cumplir. En primer lugar, ya que | ¥ |2 es proporcional a la probabilidad P de encontrar
a la particula descrita por ¥, la integral de | ¥ |2 sobre todo el espacio debe ser finita, ya que la

particula estd en alguna parte. Si tenemos que

/oo\\p\?dvzo (1)

la particula no existe y la integral evidentemente no puede ser oo y tener cierto significado; | ¥ |2 no
puede ser negativa o compleja a causa del camino seguido para definirla, y asi la dnica posibilidad
dada es que su integral sea una cantidad finita para que ¥ describa apropiadamente una particula
real. Generalmente es conveniente tener | ¥ |? igual a la probabilidad P de encontrar la particula

descrita por ¥, en lugar de ser simplemente proporcional a P. Para que | ¥ |? sea igual a P se

/oo\\Il\QdV:l (2)

/OO PV =1 3)

106

tiene que cumplir la relacién

ya que



es la afirmacién matemadtica de que la particula existe en algin lugar en todo momento. Una
funcién que obedezca a la ec. 2 se dice que esta normalizada. Ademas de ser normalizable,
U debe tener un solo valor, ya que P debe tener un valor tnico en un tiempo y en un lugar
determinados. Otra condicién que ¥ debe obedecer es que ella y sus derivadas parciales %_‘.f’ %—\5,
%—‘f sean continuas en cualquier lugar.

La ecuacién de Schrédinger, que es la ecuacién fundamental de la mecdnica cudntica, en
el mismo sentido que la segunda ley del movimiento es la ecuacién fundamental de la mecanica

newtoniana, es una ecuacién de onda en la variable . Antes de abordar la ecuacién de Schrodinger

repasemos la ecuacién de onda general

0%y 1 9%y
522~ 2 o )

que gobierna a una onda cuya cantidad variable es y que se propaga en la direccién de z con la
velocidad v. En el caso de una onda en una cuerda tensa, y es el desplazamiento de la cuerda
medido desde el eje z; en el caso de una onda sonora, y es la diferencia de presién; en el caso de
una onda luminosa y es la magnitud del campo eléctrico o la del campo magnético.

Las soluciones de la ecuacién de onda pueden ser de varios tipos, como consecuencia de
la variedad de ondas que puede haber (un pulso tnico en desplazamiento, un tren de ondas de
amplitud y longitud de onda constantes, un tren de ondas superpuestas de amplitudes y longitudes
de onda identicas, un tren de ondas superpuestas de amplitudes y longitudes de onda diferentes,
una onda estacionaria en una cuerda fija por ambos extremos, etc.). Todas las soluciones deben

ser de la forma

y(z,t) = F (t + %) (5)
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donde F' es cualquier funcién que pueda ser diferenciada. Las soluciones F'(¢ — z/v) representan
ondas que viajan en el sentido +z, y las soluciones F'(t + x/v) representan ondas que viajan en
el sentido —z. Aqui nos interesa el equivalente ondulatorio de una particula “libre”, es decir,
una particula que no esté bajo la influencia de ninguna fuerza y que, por lo tanto, viaja en una
trayectoria recta a velocidad constante. Este equivalente corresponde a la solucién general de la ec.
4 para ondas arménicas no amortiguadas ( es decir, de amplitud constante A), monocromadticas

(de frecuencia angular w constante) en la direccién +z,
y(z,t) = Ae™ /v (6)

En esta formula, y es una cantidad compleja, con parte real e imaginaria. Como

e” % = cosh — isend (7)

la ec. 6 se puede escribir en la forma
y(z,t) = Acosw(t — z/v) — iAsenw(t — z/v) (8)

Unicamente la parte real de la ec. 7 tiene significado en el caso de ondas en una cuerda en
tensién, donde y representa el desplazamiento de la cuerda con respecto a su posicién normal, en

este caso la parte imaginaria se descarta porque no se puede aplicar.

ECUACION DE SCHRODINGER

En mecénica cudntica, la funcién de onda ¥ corresponde a la variable de onda y del movimiento
ondulatorio general. Sin embargo, ¥, a diferencia de y, no es una cantidad mensurable en si

misma y puede, por tanto, ser compleja. Por esta razén supondremos que ¥ estd especificada en
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la direccién x por

U(z,t) = Ae~wt—2/v) (9)

Cuando se sustituye en esta férmula w por 27v y v por A\v, obtenemos

\I/(:E,t) _ Ae—27ri(ut—z//\) (10)

que es conveniente, ya que sabemos que v y A estdn en funcién de la energia total E y del momento

p de la particula descrita por ¥. Ya que

E = hv = 27hv 11)
y
y_ ko (12
p p
tenemos
U(z, t) = Ae~(/M)(Bt—p) (13)

La ec. 13 es una descripcién matemadtica de la onda equivalente a una particula libre, de

energia total E y momento p, que se mueve en la direccién y sentido +x, del mismo modo que

la ec. 6 es la descripcién matemética de un desplazamiento de onda arménica que se mueve

libremente a lo largo de una cuerda en tensién.

La expresién de la funcién de onda ¥, dada por la ec. 13, es correcta solamente para particulas

que se mueven libremente, pero estamos mas interesados en situaciones donde el movimiento de

una particula estd sujeto a varias restricciones, como el caso de un electrén ligado a un atomo por

el campo elétrico de su nicleo. Lo que debemos hacer ahora es obtener la ecuacién diferencial

fundamental para ¥, la que se puede resolver en una situacién especifica.
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Comenzamos por la diferenciacién de la ec. 13 dos veces con respecto a x,

92v p?

o2 = w2 (14)
y una vez respecto a t

ov B

e (15)

A velocidades pequenas comparadas con la de la luz, la energia total E de una particula es la
suma de su energfa cinética p2/2m y de su energfa potencial V, donde V es una funcién general

de la posicién z y del tiempo t:
2

E=2 1y (16)
2m

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por la funcién de onda

2
)\
Ev=2" vy 17)
2m
De las ecs. 14 y 15 vemos que
h 0¥
EV=——— 18
i Ot (18)
y
0%w
2 2
¥ =—-h"— 19
p o2 (19)

the— = ——— + VU (20)

La ec. 20 es la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, donde la energia potencial V' es
una funcién de z,y, z,t. En tres dimensiones, la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

es
oOv B2 (82T 92U 92U
ih—=—— | — 4+ — + — 18 21
T 2m<8m2+8y2+822)+ (1)
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Una vez conocida V', se puede resolver la ecuacién de Schrédinger para la funcién de onda ¥ de
la particula, cuya densidad de probabilidad | ¥ |2 se puede determinar para z,y, z,t. En muchas
situaciones, la energia potencial de una particula no depende explicitamente del tiempo; las fuerzas
que actuan sobre ella y, por lo tanto, V, varian solamente con la posicién de la particula. Cuando
esto se cumple, la ecuacién de Schrodinger se puede simplificar eliminando todo lo referente a t.

Notemos que se puede escribir la funcién de onda unidimencional de una particula libre

T(z,t) = Ael~¥/M(EBt—pz)

Ae— B/t (ip/h)

= 1/;(x)e_(iE/h)t (22)

Esto es, ¥(z,t) es el producto de una funcién dependiente del tiempo e~ (iE/R)t y una funcién
dependiente de la posicién ¢ (z,t). Sucede que las variaciones con el tiempo de todas las funciones
de particulas, sobre las que actiian fuerzas estacionarias, tienen la misma forma que las de una

particula libre. Sustituyendo la ¥ de la ec. 21 en la ecuacién de Schrodinger dependiente del

tiempo, encontramos que

2
Eype—GE/Mt __h G/ : 0% 4 Vipe— GE/ME (23)
om A2

y, asi dividiendo ambos miembros entre el factor exponencial comun,
— + = (E-V)yp=0 (24)

que es la ecuaciéon de Schrodinger en estado estacionario. En tres dimensiones es

0%y 0%y 0%y
ﬁ'ﬁ‘a—zﬂ-‘rw-i-—(E VY = (25)
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En general, la ecuacién de Schrodinger en estado estacionario se puede resolver tnicamente
para algunos valores de la energia E. Lo que queremos decir con esto no se refiere a las dificultades
matemadticas que se puden presentar, sino a algo mas fundamental. “Resolver” la ecuacién de
Schrédinger para un sistema dado significa obtener una funcién de onda 1 que no solo obedezca a
la ecuacidn y a las condiciones en la frontera que existan, sino que también cumplan las condiciones
de una funcién de onda aceptable, es decir, que la funcién y su derivada sean continuas finitas
vy univaluadas. De esta manera, la cuantizacién de energia aparece en la mecdnica ondulatoria
como un elemento natural de la teoria. Asi la cuantizacién de la energia en el mundo fisico se ha

revelado como un fenémeno universal caracteristico de todos los sistemas estables.

ECUACION DE SCHRODINGER PARA EL ATOMO
DE HIDROGENO

A continuacién aplicaremos la ecuacién de Schrodinger al dtomo de hidrégeno el cual esté formado
por un protén, particula con carga eléctrica +e, y un electrén, que tiene carga -e y que es 1,836
veces mas ligero que el protén.

Ahora, si la interaccién entre dos particulas es de tipo u(| 71 —72 |), el problema de movimiento
de tales particulas en mecdnica cudntica y tambien en mecédnica clasica se reduce al movimiento

de una sola particula en el campo de simetria esférica, entonces tenemos el siguiente Lagrangiano:

1 ; 1 ; L
L= Emlf? + §m2f§ —u(] 71— 72 ) (26)
Introduciendo las siguientes expresiones:
F=i— 7 (27)
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j mi17T1 + mar2 (28)
m1 + me

por lo tanto el Lagrangiano nos queda:

1 = 1 .
L= EMRQ + 5#172 —u(r) (29)
donde
M =m1 +mo (30)
y
mimsa
= —ame (31)
mi + me

Por otro lado la introduccién del impulso se hace con las formulas de Lagrange

=2 _mF (32)
oR
y
oL .
p=—=mr (33)
o

lo que permite escribir la funcién clasica de Hamilton

P2 p2
H=_ 42 34
onf *am T UM (34)

Entonces se puede obtener el operador Hamiltoniano del problema correspondiente cuantico
con conmutadores de tipo

[P;, Pr] = —ihdip (35)

[pi, pr] = —ihds, (36)
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por lo tanto el operador Hamiltoniano es de la forma

. R? _, R?_,
H=—v2_ Yy 37
b VR g VT ulr) (37)

Este operador Hamiltoniano es la parte fundamental de la ecuacién de Schrédinger puesta en la
forma

Hy = Ey (38)

lo cual es una forma muy practica de escribirla, pero lo mas importante hasta ahora escrito en
ésta seccién es que se ha tratado al sistema formado por el protén y el electrén como un sistema
cldsico con particulas de masa no despreciable, como lo demuestran las ecs. 24-29, ya que no se
estan tomando en cuenta velocidades cercanas a la de la luz, por este motivo se puede aplicar
perfectamente la ecuacién de Schrodinger con resultados muy satisfactorios.

La ecuacién de Schrodinger para el electrén en tres dimensiones, que es la que debemos
emplear para el dtomo de hidrégeno, es la ec. 21. Utilizaremos esta ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo debido a que el potencial V' depende solamente de r y no del tiempo.

La energia potencial V, a causa de la energia potencial electrostatica de una carga -e a una

distancia r de otra carga +e, es

e2

V=- 39
Amegr (39)

Puesto que V' es una funcién de r en vez de serlo de z,y, z, no podemos sustituir la ec. 39
directamente en la ec. 21. Hay dos posibilidades: expresar V' en funcién de las coordenadas
cartesianas z,y, z sustituyendo a r por y/x2 + y2 + 22, o expresar la ecuacién de Schrédinger en
funcién de las coordenadas polares esféricas r, 0, ¢. Haciendo esto ultimo debido a la simetria de

la situacién fisica, el problema se simplifica considerablemente.
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Por lo tanto, en coordenadas polares esféricas, la ecuacién de Schrodinger es

10 26¢) 1 9 ( ) 1 0% 2m
=2 (2 Z (sens )+ ——ZY L N E vy =0 40
r2 Or (T or + 72sen6 00 \°°" 96 + r2sen20 0¢? + K2 ( W (40)

2

Sustituyendo la energia potencial V de la ec. 39 y multiplicando toda la ecuacién por r2sen?6, se

obtiene

1o} 1o}

2

06— (r2 == 60— — ) + —

sen ar (r 5 ) + sen 20 (sen -+ -+ P

6¢> 8%y 2mr?sen?0 e?
9¢? h?

+E)¢:O (41)

Esta ecuacién, es la ecuacién diferencial parcial de la funcién de onda 1 (r6, ¢) del electrén en
un 4tomo de hidrégeno. Junto con las diversas condiciones que v(r,0,¢) debe cumplir (por
ejemplo, 9(r, 0, ¢) tiene un solo valor para cada punto r,0, ¢), esta ecuacién especifica totalmente
el comportamiento del electrén. Para ver cual es este comportamiento, resolveremos la ec. 41

para ¥(r, 0, ¢) e interpretaremos los resultados obtenidos.

SEPARACION DE VARIABLES EN LA ECUACION
DE SCHRODINGER

Lo verdaderamente valioso de escribir la ecuacién de Schrédinger en coordenadas esféricas para el
problema del dtomo de hidrégeno estd en que de esta forma se puede separar facilmente en tres
ecuaciones independientes, cada una de ellas con una sola coordenada. El procedimiento consiste
en buscar las soluciones en que la funcién de onda ¥(r, 0, ¢) tiene la forma de un producto de tres
funciones diferentes: R(r), que depende solamente de r; ©(0) que depende solamente de 0; y ®(¢)

que solo depende de ¢. Esto es, suponemos que

P(r,0,¢) = R(r)©(0)2(4) (42)

115



La funcién R(r) describe la variacién de la funcién de onda vip del electrén a lo largo de un radio
vector desde el nicleo, siendo 6 y ¢ constantes. La variacién de v con el dngulo cenital 6 a lo
largo de un meridiano de una esfera centrada sobre el nicleo estd descrita por la funcién ©(0)
para r y ¢ constantes. Finalmente, la funcién ®(¢) describe cémo varia 9 con el dngulo azimutal
¢ a lo largo de un paralelo de una esfera centrada sobre el nicleo, siendo r y 6 constantes.

La ec. 42 se puede escribir més facilmente como 1 = RO®P de donde vemos que

g_w _ @@38_3 (43)
T T

oY 20

) (44)
8% 9%®
w )

Al sustituir las ecs. 43-45 en la ec. 41, que es la ecuacién de Schrodinger para el dtomo de

hidrégeno, y se divide la ecuacién total entre RO se tiene que

sen?0 0 [ ,O0R senf O 00 10%%  2mr2sen?0 2
= (=) + — (senb—) + —=—— + +E)=0 (46)
R Or or © 00 o0 d 9¢2 K2 4dmegr

El tercer término de esta ecuacién sélo es funcién del dngulo ¢, mientras que los otros dos son

funcién de r y 6. Volviendo a escribir la ecuacién anterior, tenemos

R Or

2 2 2 2 2 102
sen“f 0 <r28R) " senf O ( 8@) | 2mr_sen 0 ( e E) _ 0 (47)

o =~ 0— __ -2
ar o a0 \*"" 59 12 dmeor 3 092

Esta ecuacion solamente puede ser correcta si sus dos miembros son iguales a la misma constante,
ya que son funciones de variables diferentes. A esta constante es conveniente llamarla ml2. La

ecuacion diferencial para la funcién @ es

1 0%®
Y =m? (48)
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Si se sustituye m? en el segundo miembro de la ec. 47 , se divide la ecuacién resultante entre

sen20 y se reagrupan términos, se tiene

18 [ ,0R\  2ma2 [ &2 m? 1 9 20
—— =)+ +E)= - — [ senf— (49)
R Or or h? 4eqr sen20  Osenb 90 00

Se tiene otra vez una ecuacién en que aparecen variables diferentes en cada miembro, requiriendose

que ambas sean iguales a la misma constante. A esta constante se le llamard, por razones que

veremos mds adelante, I(I + 1). Las ecuaciones para las funciones ©(6) y R(r) son

2

mj 1 d de

_ 2 (sen62) =114+ 1 50
sen20  ©Osend df (Se" ) (1+1) (50)

1d [ ,dR 2mr? e?
- — — E)=1l(l+1 51
R dr (r dr) + h? <4ﬂeor + (t+1) (1)

Las ecs. 48,50 y 51 se escriben normalmente como

o 9
952 +m;®=0 (52)
1 d de m?

— 60— (+1)-——|e=o0 53
senf do (sen dO) + |+ sen20 (53)

1 d [ ,dR 2m e2 (1+1)
—_ — — — | —+FE|—-———F|R=0 54
r2 dr (r dr) + |:FL2 <47reor + ) r2 (54)

Cada una de estas ecuaciones es una ecuacién diferencial ordinaria de una funcién con una
sola variable. Con ello se ha conseguido simplificar la ecuacién de Schrodinger para el dtomo de

hidrégeno que, al principio, era una ecuacién diferencial parcial de una funcién 1 de tres variables.

LOS NUMEROS CUANTICOS

0.1 Solucion Para La Parte Azimutal
La ec. 52 se resuelve ficilmente para encontrar que su solucién es
B(9) = Ageimi? (55)
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donde Ay es la constante de integracién. Una de las condiciones establecidas previamente que
debe cumplir una funcién de onda (y por lo tanto ®, que es una componente de la funcién completa
1) es que tenga un dnico valor para cada punto del espacio. Por ejemplo se observa que ¢ y ¢+ 27
se identifican en el mismo plano meridiano. Por tanto, debe ser cierto que ®(¢) = ®(¢ + 27),
o bien, que Aei™¢ = Aeimi(#+27) o que solamente puede ser cuando m; sea 0 o un ndmero
entero positivo o negativo (+1,42,43,...). La constante m; se conoce como el nimero cudntico
magnético del dtomo de hidrégeno y gobierna a la direccién del momento angular L. El ntimero
cudntico magnético m; estd determinado por el niimero cudntico orbital | que a su vez determina
la magnitud del momento angular del electrén.

La interpretaciéon del niimero cudntico orbital [ no es tan evidente. Examinemos la ec. 54,
que corresponde a la parte radial R(r) de la funcién de onda 1. Esta ecuacién estd relacionada
unicamente con el aspecto radial del movimiento de los electrones, es decir, con el movimiento de
aproximacién y alejamiento de los mismos al niicleo; sin embargo, estd presente en ella la energia
total del electrén E. Esta energia incluye la energia cinética del electrén en su movimiento orbital
que no tiene nada que ver con el movimiento radial. Esta contradiccién se puede eliminar con el
siguiente razonamiento: la energia cinética T' del electrén tiene dos partes, Tyq4iq; debido a su
movimiento de aproximacion y alejamiento del nicleo, y Ty ,pitq; debida a su movimiento alrededor
de él. La energia potencial V' del electrén es la energia electrostdtica dada por la ec. 39. Por lo

tanto, la energfa total del electrén es

e2

E =Tradial + Torbital -

56
4megr (56)
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Sustituyendo esta expresién de E en la ec. 54 obtenemos, después de reagrupar terminos,

(ES)

14 (an) 2
2mr2

r2 dr dr K2 Rr=0 (57)

Tradial + Torbital -

Si los dos tultimos términos entre corchetes de esta ecuacién se anulan entre si tenemos lo que

necesitdbamos: una ecuacién diferencial para R(r) constituida exclusivamente por funciones del

radio vector. Por lo tanto, necesitamos que

R2(1+1
Torbital = (—2) (58)
2mr
La energfa cinética orbital del electrén es
1 5
Torbital = §mvo7‘bital (59)
Puesto que el momento angular L del electrén es
L = mvorpitair (60)
podemos expresar la energia cinética orbital
L2
Torbital = ——= 61
orbital 2m'r2 ( )
Por lo tanto, en la ec. 58 tenemos
L? R+ 1
Il ﬂ (62)
2mr?2 2mr?2
lo que nos da
L=+/l(l+1)h (63)

La interpretacion de este resultado es que, puesto que el niimero cudntico orbital [ estd limitado a

los valores [ = 0,1,2,...,(n — 1), el electrén puede tener solamente los momentos angulares L que
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se especifican mediante la ec. 63. Al igual que la energia total E, el momento angular se conserva
y estd cuantizado. El termino A = h/27 = 1.054 x 10734J-s es la unidad natural del momento
angular.

En el movimiento planetario macroscépico, una vez mas, el niimero cuantico que describe el
momento angular es tan grande que la separacién en estados discretos del momento angular no
se puede observar experimentalmente. Por ejemplo, un electrén (o para este caso, cualquier otro
cuerpo) cuyo nimero cuantico orbital sea 2, tiene un momento angular L = 2.6 x 10734J-s. Por
el contrario, el momento angular orbital de la tierra es 2.7 x 1049 J-g!

Se acostumbra designar a los estados del momento angular con la letra s para [ = 0, con
la letra p cuando | = 1, y asi sucesivamente. Este original cédigo se originé en la clasificacién
empirica de los espectros en las llamadas series que recibieron los nombres de definida, principal,
difusa y fundamental, nombres que se les dio desde antes de que se desarrollara la teoria del 4tomo.
Asf un estado s es el que no tiene momento angular, un estado p tiene el momento angular v/2h,
etc.

La combinacién del nimero cudntico total con la letra que representa al momento angular
orbital proporciona una notacién apropiada, y que es muy comun para los estados dtomicos. En
esta notacién, por ejemplo un estado en el que n = 2,1 = 0 es un estado 2s y uno en el que n = 4,
! = 2 es un estado 4d.

Por otro lado para la interpretacién nimero cuintico magnético, tenemos que, al igual que el
momento lineal, el momento angular es un vector, de modo que para describirlo se requiere que
se especifique su direccién, su sentido y su magnitud. (El vector L es perpendicular al plano en

el que tiene lugar el movimiento de rotacién, y su direccién y sentido estdn dados por la regla
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de la mano derecha: cuando los dedos apuntan en la direccién del movimiento, el pulgar tiene la
direccién y el sentido de L.)

; Qué significado posible pueden tener una direccién y un sentido en el espacio para un dtomo
de hidrégeno ? La respuesta es sencilla si pensamos que un electrén que gira alrededor de un
nucleo es un diminuto circuito que, como dipolo magnético, tiene también un campo magnético. En
consecuencia, un electrén atémico que posee momento angular interactia con un campo magnético
externo B. El nimero cudntico magnético m; especifica la direccién de L, determinando la
componente de L en la direccién del campo. Este fenémeno se conoce cominmente con el nombre
de cuantizacién espacial.

Si hacemos que la direccién del campo magnético sea paralela al eje z, la componente de L
es esta direccién es

Lz = mlh (64)

Los valores posibles de m; para un valor dado de [, van desde +I hasta —I, pasando por 0, de
modo que las posibles orientaciones del vector momento angular L en un campo magnético son
2l + 1. Cuando [ = 0, L, puede tener solamente el valor cero; cuando Il = 1, L, puede ser h, 0, 6
—h; cuando I = 2, L, puede ser 2k, h, 0, —h, 6 —2h, y asi sucesivamente. Aclaremos que L nunca
puede estar alineado exactamente (paralela o antiparalelamente) con B, ya que L es siempre més
pequend que la magnitud \/l(lTl)h del momento angular total.

La cuantizacién espacial del momento angular orbital del 4tomo de hidrégeno se muestra en

la fig. 6.1.
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A

2h/2
hi2 Tt m=1
12
0 m=0 Estados|=2;L=6 h/ 2n
-hi2 1t m=-1
-2h/i2

Fig. 6.1: Cuantizacion del espacio del mom. angular.

Debemos considerar al atomo caracterizado por un cierto valor de m; como preparado para
tomar una determinada orientacién de su momento angular L, relativo a un campo magnético
externo en el caso de encontrarse en él.

En ausencia de un campo magnético externo, la direccién del eje z es completamente arbi-
traria. Por tanto, debe ser cierto que la componente de L en cualquier direccién que escojamos
es mh; el significado de un campo magnético externo es que proporciona una direccién de refer-
encia importante experimentalmente. Un campo magnético no es la tnica direccién de referencia
posible. Por ejemplo, la linea entre los dos 4tomos H en la molécula de hidrégeno Ha tiene tanto
significado experimental como la direccién de un campo magnético y, a lo largo de esta linea, las
componentes de los momentos angulares de los dtomos de H estdn determinados por sus valores
my.

;jPor qué estd cuantizada unicamente la componente de L? La respuesta se relaciona es-

trechamente con el hecho de que L nunca puede apuntar a cualquier direccién z especifica; en
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lugar de ello describe un cono en el espacio, de manera que su proyeccién L, es m;h. La razon
de este fenémeno es el principio de incertidumbre: si L estuviera fijo en el espacio, de manera
que Lz, Ly y L. tuvieran valores definidos, el electrén estarfa confinado en un plano definido.
Por ejemplo, si L estuviera en la direccién z, el electrén tendria que estar en el plano zy todo el
tiempo (fig. 6.2a).

z

A A

Fig. 6.2: El principio de incertidumbre prohibe que el vector
L del momento angular tenga una direccion definida
en el espacio.

Esto dnicamente puede ocurrir si la componente del momento del electrén p. en la direccién z
es infinitamente incierta, lo que, por supuesto, es imposible si es parte de un dtomo de hidrégeno.
Sin embargo, como en realidad Unicamente una componente L, de L junto con su magnitud L
tiene valores definidos y | L |[>| L. |, el electrén no estd limitado a un plano dnico (fig. 6.2b), y
si asi fuera, habria una fundada incertidumbre en la coordenada z del electrén. La direccién de L

cambia constantemente (fig. 6.3) y asi los valores promedio de L, y Ly son 0, aunque L, tenga
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siempre el valor especifico m;h.

L, 02 m

—
—A\

=2

T

Fig. 6.3: El vector L de mom. angular tiene precesion constante

en torno al eje z.

La solucién para ® tambien debe cumplir con la condicién de normalizacién la cual esta dada

por la ec. 2, entonces para ¢ tenemos

27
/ | @2 dp =1
0
27
/ A%dp =1
0

con lo cual se tiene que Ay = 1/v/27 y por lo tanto ¢ ya normalizada estd dado por

al sustituir ¢ se tiene
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Solucién Para La Parte Polar

La ecuacién diferencial 53 para ©(6) tiene una solucién mds complicada y estd dada por los

polinomios asociados de Legendre

dmi 1 — g2)ymi/2 g+l
Ae) = (-ym T2
dx™ 2l dxmitl

P (2) = (~1)™ (1 —2®)™/? @ -1 (68)

estas funciones cumplen con la relacién de ortogonalidad

R 2 (I+m)
/_1[Pl (cosh))2dcosd = mm (69)

Ahora, ©(0), que es la solucién para la ec. 53, estd dada por los polinomios de Legendre normal-
izados, esto es, si

O(6) = Ag P, (cosh) (70)
entonces la condicién de normalizacién esta dada por

1
/ AZ[P™ (cosh)]?dcos = 1 (71)
-1

por lo tanto la constante de normalizacién para la parte polar es

_ |
Ay = 20+ 1 (1 —my)! (72)
2 (l +ml)!

y por consiguiente, la funcién ©(0) ya normalizada es

o(9) = ZlQLl %Pﬁ” (cosB) (73)

Para nuestro propésito, lo mas importante de estas funciones es que, como ya se dijo anteri-
ormente, existen solamente cuando la constante ! es un nimero entero igual o mayor que | my |,
que es el valor absoluto de m;. Esta exigencia se puede expresar como una condicién de m; en la
forma

my = 0,41, £2, ..., 1 (74)
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Armoénicos Esféricos

Las soluciones para la parte azimutal y polar se pueden juntar para formar los llamados arménicos
esféricos, estos dependen de ¢ y 6 y de alguna forma hacen mads facil el manejo de la funcién de

onda completa (r, 0, ¢). Los arménicos esféricos estan dados de la siguiente manera:

204+1 (1 —my)!
(I +my)!

Y, (6,6) = (~1)™ P™ (cosh)ei™t? (75)

El factor (—1)™ que se ha introducido sin ningun problema debido a que la ecuacién de Schrédinger
es lineal y homogenea y ademas de que particularmente es conveniente para el estudio del mo-
mento angular. Este factor es un factor fase llamado fase Condon-Shortley y el efecto es para
introducir una alternancia de signo.

Solucion Para La Parte Radial

La solucién de la ecuacién final, ec. 54, para la parte radial R(r) de la funcién de onda v del 4tomo
de hidrégeno también es complicada, y viene dada por los polinomios asociados de Laguerre. La
ec. 54 sélo se puede resolver cuando E es positivo o tiene uno de los valores negativos E, (lo que

significa que el electrén estd unido al dtomo), dados por

B, — M (L) (76)

" 3272¢2R2 \n?

donde n es un nimero entero y se conoce como nimero cudntico principal y describe la cuantizacién
de la energia del electrén en el &tomo de hidrégeno. Esta ecuacién es la que obtuvo Bohr para los
niveles de energia del dtomo de hidrégeno.

Otra condicién que se debe cumplir para resolver la ec. 54, es que n, conocido como niimero

cudntico principal, sea igual o mayor que [ + 1. Esto se puede expresar como una condicién para
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[ en la forma

1=0,1,2,..,(n—1) (77)
La ec. 54 tambien se puede poner de la siguiente forma

5d’R 42 dR n 2mE 2me?
e —s +2r— r
dr? dr

K2 dmegh?

r—IlIl+1)|R=0 (78)

y su solucién estd dada por los polinomios asociados de Laguerre los cuales cumplen con la siguiente

condicién de normalizacién

00 3
/O e PP L2 (p))pPdp = % (79

Por lo tanto la solucion para la ec. 78, que corresponde a la parte radial, es:

- 3/2
50 =\ o () O (80

donde p = 2r/nag y ap = h?/me?.

Ahora que ya tenemos las soluciones de cada una de las ecuaciones que solo dependen de
una variable, ya podemos construir nuestra funcién de onda para cada estado del electrén en el
4dtomo de hidrégeno, esto es si tenemos que ¥(r,0,¢) = R(r)©(6)®(¢), entonces la funcién de

onda completa es

— | —1=1) 3/2 )
w(r,0,¢>—\/ e s P (i) (ar)'em /L2 (ar) P (cosB)e'™

4 (L+m)! 2n[(n + 1)!]3 \nao
(81)
donde a = 2/nao.
Utilizando los armoénicos esféricos nuestra solucién queda de la siguiente manera
(n—1—-1)! /1 2 \3/?2 _
P(r,0,¢) = — W % (ar)le ar/QLilLl(ar)Ylm’ (6, 9) (82)
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Esta es la solucién a la ecuacién de Schrédinger para el dtomo de hidrégeno, la cual describe
cada uno de los estados del electrén. Esta funcién de onda por si sola no tiene interpretacion fisica
como se dijo anteriormente, pero el cuadrado de su valor absoluto | ¢ |2 calculado para un punto
y en un instante determinado es proporcional a la probabilidad de encontrar experimentalmente

al electrén ahi y en ese instante.

LA DENSIDAD DE PROBABILIDAD ELECTRON-
ICA

En el modelo de Bohr del dtomo de hidrégeno, el electrén gira alrededor del nticleo con una
trayectoria circular. Si se realizara un experimento adecuado, se veria que el electrén estaria
siempre a una distancia del nicleo r = nZ2ag (donde n es el nimero cudntico de la érbita y
ao = 0.53A es el radio de la 6rbita mds préxima al nicleo) y en el plano ecuatorial § = 90,
mientras que el dngulo azimutal ¢ varia con el tiempo.

La teoria cudntica del dtomo de hidrégeno modifica las conclusiones del modelo de Bohr en
dos aspectos. En primer lugar, no se pueden dar valores correctos de r,6, ¢, sino inicamente
probabilidades relativas de encontrar al electréon en un lugar dado. Esta imprecisién es, por
supuesto, una consecuencia de la naturaleza ondulatoria del electrén. En segundo lugar, no se
puede pensar que el electrén se mueve alrededor del niicleo en un sentido convencional, ya que la
densidad de probabilidad | ¢ \2 es independiente del tiempo y puede variar considerablemente de
un lugar a otro.

La funcién de onda del electrén 1 en un dtomo de hidrégeno viene dada por ¢» = RO®P donde
R = R,(r) describe cémo varfa 9 con r cuando los nimeros cudnticos orbital y total tienen los

valores n y l; © = Oy, (0) describe a su vez la variacién de 4 con 6 cuando los ntimeros cudnticos
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magnético y orbital tienen los valores | y m;; y ® = ®m,,(¢) que proporciona la variacién de 3
con ¢ cuando el nimero cudntico magnético es m;. Entonces, la densidad de probabilidad | ¢ \2
se puede escribir como

v P=IRI?|© | @ (83)

donde se comprende que si la funcién es compleja, hay que tener en cuenta que su cuadrado se
debe sustituir por el producto de ella y su conjugada compleja.

La densidad de probabilidad | ® |2, que mide la posibilidad de encontrar al electrén con
un angulo azimutal ¢ dado, es una constante que no depende para nada de ¢. Por lo tanto, la
densidad de probabilidad del electrén es simétrica respecto al eje de las z, independientemente del
estado cudntico, de manera que el electrén tiene igual oportunidad de encontrarse en un angulo
¢ como en otro.

La parte radial R de la funcién de onda, en contraste con ®, no solamente varia con r, sino
que lo hace de una manera diferente para cada combinacién de nimeros cuanticos n y [. La fig.
6.4 muestra graficas de R en funcién de r para los estados 1s,2s, y 2p del atomo de hidrégeno.
Evidentemente, R es méximo al ser r = 0 (esto es, en el niicleo mismo) para todos los estados s,

mientras que es cero en r = 0 para todos los estados que poseen momento angular.
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de las funciones de onda radiales
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Fig. 6.5: Probabilidad de encontrar un electron
del atomo de hidrogeno entre ry r+dr

con respecto al nucleo ioara 1s, 2s, 2p.

La densidad de probabilidad del electrén en el punto 7,6, ¢ es proporcional a | % |2, pero la

probabilidad real de encontrarlo en el elemento de volumen infinitesimal dV es | ¢ |2 dV. Ahora,

en coordenadas polares esféricas

dV = r?sen0drdfdep

de manera que, como © y ® son funciones normalizadas, la probabilidad numérica real P(r)dr de
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encontrar al electrén en el &tomo de hidrégeno, a una distancia comprendida entre r y r + dr del

nucleo, es

™ 27
P(rydr = r?|R|? d'r/ | ©]2 seneda/ | @2 do
0 0

r2 | R|? dr (85)

Esta ecuacién estd representada en la fig. 6.5 para los mismos estados cuyas funciones radiales
R aparecen en la fig. 6.4; en principio, las curvas son completamente diferentes. Observamos de
inmediato que P no es maximo en el nicleo para los estados s, como lo es R, sino que tiene su
maéaximo a una distancia finita de él. El valor més probable de r para un electrén 1s es exactamente
ag, que es el radio de la 6rbita del electrén en estado fundamental en el modelo de Bohr. Sin
embargo, el valor medio de r para un electrén 1s es 1.5ap, lo cual parece enigmatico a primera
vista, ya que los niveles de energia son los mismos en mecénica cudntica y en el modelo atémico de
Bohr. Esta aparente discrepancia se elimina cuando se tiene en cuenta que la energia del electrén
depende de 1/r y no directamente de r, y el valor medio de 1/r para un electrén 1s es precisamente
1/agp.

La funcién © varia con el dngulo polar § para todos los nimeros cuanticos | y m;, excepto
para | = m; = 0, que son estados s. La densidad de probabilidad | © |? para un estado s,
es una constante (1/2), lo que significa que, como | ® |? es tambien constante, la densidad de
probabilidad electrénica | 1 |2 tiene el mismo valor, para un valor de r dado, en todas las di-
recciones. Los electrones en otros estados tienen preferencias angulares que algunas veces llegan
a ser muy complicadas. Esto se puede observar en la fig.6.5, donde se muestran, para varios

estados atémicos, las densidades de probabilidad electrénica en funcién de r y 6. (El término
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que se representa es | ¥ |2, y no | ¥ |2 dV.) Puesto que | ¥ |2 es independiente de ¢, una
representacién tridimencional de | |2 se obtiene haciendo girar una representacién particular
alrededor de un eje vertical. Al hacerlo, las densidades de probabilidad para los estados s tienen
evidentemente simetria esférica, mientras que las otras no la tienen. Los tipos de l6bulos pro-
nunciados, caracteristicos de muchos de los estados, tienen importancia en quimica ya que estos

modelos ayudan a determinar la manera como interactian en las moléculas los 4tomos adyacentes.

Notas:

1. E. Schrodinger consigié el premio Nobel en 1933 (junto con Dirac) por “el descubrimiento
de nuevas formas productivas de la teoria dtomica”. Schrodinger escribié una serie notable de
cuatro articulos intitulada “Quantisierung als Eigenwertproblem” (I-IV, recibidos por Annalen

der Physik el 27 de Enero, el 23 de Febrero, el 10 de Mayo y el 21 de Junio de 1926).
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Problemas
Problema 6.1 - Obtener la ecuaciénes para las érbitas estables y para los niveles de energia
del electrén en el dtomo de hidrégeno.

Respuesta: Tenemos que la longitud de onda del electrén esta dada por

mientras que por otro lado al igualar la fuerza electrica con la fuerza centripeta, esto es

muv 1 €2

r 4meqg T2

nosotros obtenemos que la velocidad del electrén esta dada por

Ahora, si damos el valor 5.3 x 10~ 'm al radio 7 de la érbita electrénica, vemos que la longitud de
onda del electrén es A = 33 x 10~ 'm. Esta longitud de onda tiene exactamente el mismo valor
que la circunferencia de la érbita del electrén, 2wr = 33 x 10~11m. Como se puede ver, la érbita
de un electrén en un dtomo de hidrégeno corresponde asi a una onda completa cerrada sobre si
misma. Esto se puede comparar con las vibraciones de un anillo de alambre, si las longitudes
de onda estan en un ndmero entero de veces en su circunferencia éste podra seguir vibrando
indefinidamente, pero si un nimero no entero de longitudes de onda tiene lugar sobre el anillo

se producird una interferencia negativa a medida que las ondas se desplacen en torno a él, y las
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vibraciones desaparecerdn rapidamente. Con esto se puede afirmar que un electrén puede girar
indefinidamente alrededor de un nicleo sin irradiar energia con tal que su érbita contenga un
numero entero de longitudes de la onda de De Broglie. Con esto tenemos que la condicién de

estabilidad es
n\ = 27ry

donde ry, designa el radio de la érbita que contiene n longitudes de onda. Al sustituir A tenemos

nh [4mwegrn
— | ——— =27ry
e \/ m

por lo tanto las 6rbitas estables del electrén son

n2h2eg

rn =
mme?

Para los niveles de energia tenemos que F = T + V, al sustituir las energias potencial y

cineticas obtenemos

1 2
E=-mv?— ©
2 dmeqr
o lo que es igual
2
B, -
8megrn

al sustituir el valor de r,, en esta ultima ecuacién obtenemos

me* 1
Epn=—|—
" 8e2h? <n2>
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lo que nos da los niveles de energia.

Problema 6.2 - El teorema de Unsold dice que, para cualquier valor del niimero cudntico
orbital [, las densidades de probabilidad, sumadas para todos los estados posibles, desde m; = —1
hasta m; = +! da una constante independiente de los dngulos 0 o ¢ esto es

+1
E | Oim, |2\ Do, \2: cte.
my=—1

Este teorema significa que todo &tomo o ion con subcapa cerrada tiene una distribucién
simétrica esférica de carga elétrica. Comprobar el teorema de Unsold paral=0,l=1y [l = 2.

Respuesta: Tenemos que para [ = 0, Ogg = 1/\/5 y @9 = 1/+/27 por lo tanto del teorema

de Unsold vemos que
1
| ©0,0 | @0 [*= —
4

Para [ = 1 tenemos que
+1

D 1Oy Pl @iy 2= 1,21 P @1 2+ €10 [ @0 2 + | ©11 2] @1 |2

mp=—1

por otro lado las funciones de onda son: ©1,_1 = (v/3/2)send, ®_1 = (1/v2m)e ", O19 =
(V6/2)cosh, ®g = 1//2m, ©11 = (V/3/2)send, &1 = (1/v/2m)e*® que al sustituirlas en la ecuacién
anterior nos queda

+1
3

3 3 3
Z | Otm, 12| @, 2= gsen20+ Ec0329+ gsenQG =

myp=—1

lo que demuestra que tambien es una constante.
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Para | = 2 tenemos que
+2

> 1Ot 1P By 1=

mp=—2
| ©2, 2 [?| @2 [?] ©2,-1 [*| @1 > + | O2,0 [*| @0 > + | ©2,1 [*| @1 |* + | O2,2 |*| P2 |?

y las funciones de onda son: O9 _5 = (\/ﬁ/4)sen20, d_o = (1//2m)e 29, Oy _1 = (\/ﬁ/2)sen0ws€,
®_; = (1/v/2m)e %, @20 = (v/10/4)(3cos%0 — 1), &g = 1/v/2m, 21 = (V/15/2)senbcos,
&1 = (1/V2m)e'?, Oz, = (V/15/4)sen?0, &2 = (1/+/27)e?*?, sustituyendo en la ecuacién anterior
nos queda
+2
> 1t Pl P=

mp=—2

con lo que queda demostrado el teorema de Unsold.

Problema 6.3 - La probabilidad de encontrar un electrén atémico cuya funcién de onda

radial sea R(r), fuera de una esfera de radio 7o centrada en el nicleo, es

o0
/ | R(r) |? r2dr
o

La funcién de onda R1o(r) corresponde al estado fundamental de un dtomo de hidrégeno, y ag es
el radio de la érbita de Bohr correspondiente a este estado. Calcular la probabilidad de encontrar
un electrén en estado fundamental en un dtomo de hidrégeno a una distancia del nicleo mayor

que ag.
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Respuesta: Tenemos que la funcién de onda radial que corresponde al estado fundamental

es

2
Rio(r) = 57 e—T/ao0
a

0

sustituyendo en la integral nos queda

o0 4 oo
/ | R(r) |? r2dr = —3/ r2e=27/%0 4y
a 0 Jag

0

o lo que es igual

ao

oo 4 2 3
‘ R(T) |2 1“2d1“ _ = _a_OT,Qe—Qr/aO _ a_O,re—Qr/ao _ a_Oe—Qr/ao
a0 2 2 4

esto nos da como resultado al evaluar

* 5
2 2,
/ | R(r) | rdr—e—2
ag

que es la probabilidad de encontrar al electrén.
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7. DISPERSION EN LA MC

Introduccion

Para la teoria cuantica de dispersién nos ayudaremos de los resultados ya conocidos de la dispersion
en campos de fuerzas centrales, y asumiremos ciertas situaciones que simplificaran los cédlculos, si
bien no nos alejaran demasiado del problema “real”. Sabemos que en el andlisis experimental de
una colisién podemos obtener datos que nos ayuden a entender el estado de la materia “blanco”,
o bien, la interaccién entre el haz incidente y el “blanco”. Las hipdtesis que asumiremos son:

i) Asumiremos que las particulas no tienen espin, lo cual no implica que éste no sea importante
en la dispersion.

ii) Nos ocuparemos sélo de la dispersién eldstica, en la cual no consideramos la posible es-
tructura interna de las particulas.

iii) Asumiremos que el blanco es lo suficientemente delgado como para no permitir la dis-
persién multiple.

iv) Asumiremos que las interacciones son descritas por un potencial que depende sélo de la
posicién relativa de las particulas.

Asi, usaremos los resultados ya conocidos de la teoria de dispersién de la mecdanica clésica,

ahi se define:

do _ 1(6,¢)
aQ I

ey

donde do es el elemento de dngulo sélido, Ip es el nimero de particulas incidentes por unidad de

area, e IdQ) el numero de particulas dispersadas en el elemento de dngulo sélido.
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Con esto, llegamos a que:

— == (2)
dQ sinf df

do P |dp

Si deseamos conocer en términos de mecdnica cudntica lo que sucede, debemos estudiar la
evolucién en el tiempo de un paquete de ondas. Sea ahora Fj el flujo de particulas del haz
incidente, es decir, el nimero de particulas por unidad de tiempo que atraviesan una superficie
unitari perpendciular al eje. Colocamos un detector lejos de la regién de influencia del potencial,
vy que subtiende un dngulo sélido d€2; con esto, podemos contar el nimero de particulas dn

dispersadas por unidad de tiempo en dQ2 en la direccién (6, ¢).

Detector D
(dndt~Fd Q)

Flujo inc. F

Fig. 7.1
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dn es proporcional a dQ y a F;. Llamaremos (6, ¢) al coeficiente de proporcionalidad entre
dn y F;dQ:

dn = o(0, o) F;dQY , (3)

esta es la llamada seccién diferencial transversal.
El ntimero de particulas por unidad de tiempo que alcanzan el detector es igual al nimero
de particulas que cruzarfan una superficie (6, )dQ2 colocada perpendicular al eje del haz. La

seccién total de dispersion se define por:

0':/0'(9, p)dQ2 (4)

Ya que podemos orientar los ejes de coordenadas a nuestra eleccién, lo haremos de tal forma
que el eje del haz incidente de particulas coincida con, digamos, el eje z (por simplicidad en los
célculos, donde usaremos coordenadas esféricas).

En la regién negativa del eje, para t negativo grande, la particula serd practicamente libre:no se
verd afectada por V(r), y su estado se pude representar por ondas planas, por lo tanto la funcién
ikz

de onda debe contener términos de la forma e'®#, donde k es la constante que aparece en la

ecuacién de Helmholtz. Por analogia con éptica, la forma de la onda dispersada es:

eikr
fr) = (5)
r
en efecto, pues:
(V2 + ket £ 0 (6)
y
eik'r
(V2+ k) — =0 (7)
r
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para r > 1o, donde rg es cualquier nimero positivo.

Asumamos que el movimiento de la particula esta descrito por el hamiltoniano:

p2
H="-4+V=Hy+V (8)
2p

V es diferente de cero sélo para una pequena vecindad del origen. Sabemos la evolucién y

descripcion de un paquete de ondas en t = 0:

b, 0) = —— / (k) explik - (r — ro)]d®k (9)

" en?
donde, como ya se sabe, ¥ es una funcién de ancho Ak, centrada alrededor de kg. Asumimos
también que kg es paralela a rg pero en direccién opuesta. Para averiguar que sucede con el
paquete de onda—que es lo que nos interesa—cuando en un tiempo posterior el paquete ha chocado
con el blanco y ha sido dispersado por éste, podemos valernos de la expansién de 3(r,0) en
términos de las eigenfunciones v, (r), de H. Asi, podemos expandir: (r,0) = En cnPn(r). De
esta forma, el paquete de onda al tiempo ¢t es:

b= enpn(r) exp(féEnt) . (10)

n
Esta es una eigenfuncién del operador Hp y no de H, pero podemos sustituir estas eigenfun-
ciones por eigenfunciones particulares de H, que designaremos por zp,(j)(r). La forma asintética

de estas ultimas son de la forma:

() oy o aiker elkr
¥ () = T f(r) — (11)
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h2k>
2m

donde, como es usual, p=hky FE =

Esto corresponde a una onda plana para el haz incidente, y otra onda esférica divergente,
como resultado de la interaccién entre el haz y el blanco. Estas soluciones de la ecuacién de
Schrodinger existen en realidad, y podemos expandir (r,0) en términos de ondas planas o en
términos de ¥ (r):

Y(r,0) =/‘P(k) exp(—ik - ro) Y (r)d°k (12)

2,2
donde hw = 52 k=
m

Esto puede verse entonces como que la onda esférica divergente no tiene contribucién alguna

al paquete de ondas inicial.
Dispersion

Al viajar la onda, necesariamente sufre una dispersién, de manera que aqui no podemos ya pasar

por alto el efecto de la onda divergente, pero podemos usar lo siguiente:

h h h
w=—k?=—[ko+ (k —ko)]? = —[2ko - k — k2 + (k — ko)?] , (13)
2m 2m 2m

para poder despreciar el tltimo término del paréntesis, al sustituir w en la relacién para 1, reque-

rimos que: %(k —ko)?T < 1, donde T ~ 2};”_]62&’ con lo que obtenemos:

(AKk)%rg

1 14
PR (14)

Esta condicién implica que el paquete de onda no se dispersa de manera apreciable al desplazarse

una distancia macroscépica rg.
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Escogiendo la direccién del vector k de la onda incidente alineado con el sistema de coorde-
nadas esféricas, podemos escribir:

ikr
~ ik f(k,0,0)e"

Pi(r, 0, p) > e'™* + S —

Ya que H, el operador hamiltoniano (que hemos considerado hasta ahora no como operador,
pero cuyos resultados son los mismos) es invariante ante rotaciones en el eje z, podemos escoger
condiciones de frontera que también sean invariantes, de manera que:

0. ) ~ gikz 4 F(O)FT

¢k (T‘, ) 90) =e + r

estas se conocen como funciones de onda de choque. El coeficiente f(0) se conoce como amplitud

de choque.

Amplitud de probabilidad

Recordemos ahora la ecuacién de Schriodinger a resolver:

SO0y K2 2
zha = —%V Y+ V(r,t)y (15)
Y, tenemos
P(r,t) = ¢*(r, 0)(r, ) = [3(x,8)[? (16)

se interpreta, de acuerdo a Max Born, como una densidad de probabilidad. Esta funcién de onda

debe estar normalizada de manera tal que:

/|'¢J(r,t)|2d3r =1. 17)
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El coeficiente de normalizacién de 9, y la integral de normalizacién deben ser independientes

del tiempo, si ha de cumplir con la ecuacién de Schréodinger. Esto lo podemos notar de la siguiente

manera.:

_ 9 3 _ S0P oYt
I= Bt/QP(r,t)d r_/n(w o0 T o VT (18)

de la ecuacién de Schrodinger:

o _in

24 2
o = 5V - TVt (19)

entonces:

I= ;_h / [p* V2 — (V2 )yldir = ﬂ/ V- [y — (VY )yldPr =
m Jq 2m Jo

= v - (Tt ylndA (20)

T 2m A
donde se ha usado el teorema de Green para evaluar la integral sobre el volumen. A es la superficie
que limita la regién de integracién y [ |n denota la componente en la direccién normal a la
superficie dA.

Definiendo:

S(r,1) = 51— 4"V — (V)] (21

obtenemos:

I= Q/P(r,t)d3r:f/V~Sd3r:f/ SndA (22)
ot Q Q A

para paquetes de onda en los que 1 se hace cero a grandes distancias y la integral de normalizacién
converge, la integral de superficie es cero cuando 2 es todo el espacio. Se puede demostrar (vease

P. Dennery y A. Krzywicki, Mathematical methods for physicists) que la integral de superficie
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es cero, de manera que la integral de normalizacién es constante en el tiempo, y se cumple el

requerimiento inicial. De la misma ecuacién para S obtenemos:

OP(r,t) _
— TV S =0 (23)

esto nos recuerda la ecuacién de continuidad de electrodindmica, en este caso con un flujo de
densidad P y corriente de densidad S, sin fuentes o sumideros. Asi, es razonable interpretar S
como una densidad de corriente de probabilidad. Por semejanza con la electrodindmica, %V es
el operador velocidad y:

S(r,1) = Re(u* ==V (24)

Funcion de Green en teoria de dispersion

Otra forma de escribir la ecuacién de Schrédinger a resolver es (7%V2 + V) = Evo (V2 +

k) = Uty donde: k? = 22”2E7 yU= 21;:2V.

Resulta mas conveniente transformar esta ecuacién a una de forma integral. Esto podemos
hacerlo si consideramos a U del lado derecho de la ecuacién como una inhomogeneidad, y de

esta manera una solucién de la ecuacién se construye con las funciones de Green, por medio de:
(V2 +k5)G(r,r') = 6(r — 1) (25)

entonces, una solucién a la ecuacién de Schrédinger, se obtendrd de la suma de la solucién a la

ecuacién homogénea y la solucién a la parte inhomogénea:

P(r) :A(r)—/G(r, ) U )y (r")a®r’ (26)
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Buscamos una funcién G que sea producto de funciones linealmente independientes, como lo

son las ondas planas:

G(r,r' = /A(q)eiq'(rfr’)dq (27)

usando la ecuacién 25:

/A(Q)(k2 — ) dg = 5(r — ') (28)

lo cual se cumple como identidad si:
Al) = 2n) P (K —¢*) " (29)

de lo que resulta:

A 1 etk 3
G(r,x') = 2n)3 /kg—_qu q, (30)

con R = |r —r/|. Tras un célculo usando los métodos de variable compleja !, llegamos a:

1 eikr

C4m o

G(r) =

(31)

Esta funcién no estd determinada de manera univoca; la funcién de Green puede ser cualquier
solucién de la ecuacién 25 y existen una infinidad de ellas; por lo tanto, la eleccién de una en
particular impone condiciones a la frontera sobre las eigenfunciones ¥ (r).

La funcién de Green obtenida es por lo tanto de la forma:

, eik\rfr'\
G(r,r')=— 747r|r - (32)

1yéase el problema 7.1
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De esta forma, llegamos a la ecuacién integral para la funcién de onda de choque:

m eik|r— r'|
Wk, 1) = ol x) = / Ul v (33)

donde ¢ es una solucién de la ecuacién de Helmholtz. Haciendo: |r — r/| = R,
(V2 + k)¢ = (V2 + &%)l + / Glr, e U )p(x")d ] (34)

asumiendo que podemos intercambiar el orden y poner el operador V dentro de la integral:

(V2 + k%) = /(v2 + k)G (r, U )" )d*r" = U(r)y(r) (35)
y se verifica entonces que G(R) = ﬁ ei;R es solucién.

Teorema 6ptico

La seccién diferencial total estd dada por:

sron (k) = / 9 40 (36)

Expresamos ahora f(0) expresada en términos del corrimiento de fase Sj(k) = e2¥91(*) de

forma que:
£(0) = %Z 20 + 1)t (%) sin §, (k) P, (cos 0) (37)
entonces
Ttot = /[% 2(21 +1)et (%) gin 6, (k) Py (cos e)}[/[% Z(Zl’ + 1)e® ®) sin 8, (k) Py (cos 0)] .
1=0 =0
(38)
Usando ahora fPl(cos 0)Pys(cos0) = 21+15ll’ obtenemos
4 oo
Ctor = k_’; Z(Zl + 1)sindy (k)2 . (39)
=
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Lo que aqui nos interesa es que:

Tmf(0) = ;

el

Z(Ql-i—l)lm[ei‘sl(k) sin &, (k)| Py(1) = Z(zz+1)smal(k)2:ﬁam (40)
=0 =0 Am

Esta relacién es conocida como el teorema dptico. Su significado fisico es que la interferencia
de la onda incidente con la onda dispersada en angulo cero produce la salida de la particula de la

onda incidente, lo que permite la conservacién de la probabilidad.

Aproximacién de Born

Consideremos la siguiente situacién (Fig. 7.2).

Nos situamos en un punto muy alejado de P, que corresponde a la regién de influencia del
potencial U, y r > L 71’ < l. La longitud MP, que corresponde a |r — r’| es aproximadamente

igual a la proyeccién de MP en MO:

r—r|~r—u-r (41)
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donde u es el vector unitario en la direccién r. Entonces, para r grande:

1 eik\rfr'\ 1 etkr X
e oo —— ——e T tRuT (42)
4 |r —r/| 4 T

G =

Sustituimos ahora en la expresién integral para la funcién de onda de choque, y obtenemos:

ikr
ikz le

P(r) = etF* — /e_ik“'rU(r')¢(r/)d3r' . (43)

e
Esta ya no es una funcién de la distancia r = OM, sino solamente de 0 y 1, y entonces:

1

FO.9) =-- /67“““ TUE)p(')dr! (44)

Definimos ahora el vector de onda incidente k; como un vector de médulo £ dirigido a lo largo

del eje polar del haz tal que: e?*% = e’*i'T; de manera similar, kq, con médulo k y con direccién
fijada por 0 y ¢ se llama vector de onda desplazada en la direccién (0, ¢): kq = ku

El vector de onda transferido en la direccién (6, ) se define como: K = kq — k;

kg
\9

Fig. 7.3

Ky

Con esto, podemos escribir la ecuacién integral de dispersién como:
P(r) = e 4 /G(r, o )U (e )y (x")d>r! (45)

Ahora podemos intentar resolver esta ecuacié por iteracién. Hacemos el cambio r — r/;r’ —

r’’ y con esto escribimos:
Y(r') = el 4 / G, e U ) (x")dr" (46)
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Sustituyendo esta expresién en 45 obtenemos:

P(r) = etkir +/G(r, r')U(r/)eiki'rld3fr’ +//G(r,r/)U(r’)G(r’,r")U(r")'zp(r")d3fr"d3r’
(47)
Los dos primeros términos de lado derecho de la ecuacién son conocidos y solamente el tercero
contiene la funcién desconocida 1)(r). Podemos repetir este procedimiento: cambiando r por r”

y r’ por v’ nos da 9 (r’"") la cual podemos reinsertar en la ecuacién 47 con esto obtenemos:
P(r) = ekiT +/G(r, r/)U(r’)eiki'rl + //G(r, r/)U(r')G(r/,r")U(r”)eiki'r”d3fr'd3r”

+ / / / G(r,x)U ()G, e YU ()™ G, v U (" ) (x") . (48)

Los primeros tres términos son conocidos; la funcién desconocida 1 (r) se ha ido hasta el cuarto
término. De esta forma, por iteracién construimos la funcién de onda de dispersién estacionaria.
Notese que cada término de la expansién lleva una potencia mayor del potencial que la que le
precede. Podemos continuar de esta forma hasta obtener una expresién despreciable del lado
derecho, y obtenemos 9 (r) en términos de cantidades conocidas.

Sustituyendo la expresién de ¢(r) en f(0, ¢) obtenemos la expansién de Born de la amplitud
de dispersién. Limitandonos al primer orden en U, todo lo que hay que hacer es sustituir (r’)
ikg-r’

por e en el lado derecho de la ecuacién, con esto obtenemos:

f(B)(Q, 90) — ;1 eiki~r’U(r/)e—iku~rld3rl — ;1 e—i(kd—ki)m,U(rld.?) r_ ;1 e—iK~r,U(r1)d3T/
A 4 4
(49)
K es el vector de onda dispersada definido anteriormente. La seccién de dispersién se relaciona

entonces de manera muy sencilla a la transformada de Fourier del potencial, recordando: V(r) =
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2
P2 U(r), y 0(6,¢) = |f(6,0)|?  tenemos que:
2
o B (0,0) = ——| [ e KTV (x)dr|? (50)
4r2h*

La direccién y médulo del vector de onda dispersada K depende del médulo k de k; y kg
y de la direccién de dispersién (6,¢). Para un 0 y ¢, la seccién eficaz varfa con k, la energia
del haz incidente, y de manera ansloga, con una energia dada o(B) varfa con 6 y . Con esta
aproximaciéon de Born estudiando la variacién de la seccién diferencial eficaz en términos de la

direccién de dispersién y la energfa incidente nos dé informacién del potencial V (r).

Notas: Uno de los primeros trabajos de dispersién cuantica es:

M. Born, “Quantenmechanik der Stossvorgange”, Zf. f. Physik 37, 863-867 (1926)
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Problemas
Problema 7.1
Célculo por medio de variable compleja de la funcién de Green
Recuérdese que obtuvimos:
G(r,r') = ﬁf ke;—il;cﬁq ,con R = |r—r'|. Ya que d3q = ¢?sinfdqdfd¢, llegamos,

después de la integracién angular, a que:

. o —iqR_ _iqR
Glrx') = g [, g —ada

Hacemos: C = ﬁ; y dividimos la integral en dos partes:
(e} —igR oo igR
e, gz ada - I 2 9d9) -
Hacemos ahora ¢ — —q en la primera integral:
00 LiqR oo iqR
g tda=— [ 5= zad

I e (—a)d(—g) = [

- oo
por lo que:
0o qeiqR d

G(r,r') = —2C’(f

—oco k2—¢q2

)
sustituyendo C, obtenemos:

N —1 S qeiqR
G(r,x') = 2R fioo kZ_g2 dq

Ahora, esta integral podemos evaluarla por los residuos que posee, usando los métodos de

variable compleja. Notamos que existen polos simples en ¢ =t k.
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—lk _\/ B Iq >\[_—>k—>_q

C D
k+i € —k+i €
>
q

“k-i e k=i €

Fig. 7.4: Reglas de camino alrededor de los poles paraG y G +

Usamos el contorno mostrado en la figura 7.4, el cual rodee a los polos de la manera senalada,

lo cual dard el efecto fisico buscado, pues notemos que, de acuerdo al teorema del residuo,

Gr)=—£<7 (Imk >0),

ikr

G(r) = 7ﬁ e; (Imk < 0)

La solucién que nos interesa es la primera, porque da ondas dispersadas divergentes, mientras

que la otra solucién representa ondas dispersadas convergentes, y ain mds, la combinacién lineal

1q; 1 s k
3 hme%O[Gk-&-ie + Gk—ie] = _HCOST—T

corresponde a ondas estacionarias.
La evaluacién formal de la integral se puede hacer tomando k2 — ¢ — k2 + ie — ¢° , de tal

oo gelaR oo qeiaR
manera que: fioo . dgq — fioo o= dq .

Esto es posible porque R > 0, de manera que el contorno a calcular estard en el semiplano com-

plejo superior. Asi, los polos del integrando estdn en: ¢ =t VkZ ¥ie ~T (k+ %) El proceso
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limite cuando € — 0 debe hacerse después de la evaluacién de la integral.

Problema 7.2
Forma asintética de la expresién radial

Como ya se vi6 antes'?, la parte radial de la ecuacién de Schrédinger se puede escribir como:

2 1(1+1)R?
(L + 2 )Ry (r) — 22V () + LD R () + 2BE Ry (1) = 0

n,l,m son los nimeros cudnticos. De aqui en adelante se eliminardn por comodidad, y donde se
sabe que R depende sélo de r. Asumiremos que los potenciales decaen a cero mas répido que 1/r,
y: lim,. o r2V(r) = 0.

2 2
Usamos ahora u(r) = rR, y como: (dd? + %i)% = %%u tenemos que

2 + é—’g[E —V(r)— —l(l+1)h2}u =0.

dr? 2mr2

Nétese que el potencial ahora tiene un término mas:
1(1+1)R2

V(r) = V(r) + A7
que corresponde a una barrera repulsiva centrifuga. Para una particula libre V(r) = 0y la ecuacién
toma la forma

d? 2.d 141

4= t540) — (Tz )]R+ K’R=0.
Introduciendo la variable p = kr, obtenemos

d’R | 2dR _ (141 _

W'FZE—F)—QR-FR—O.

Las soluciones a esta ecuacién son las llamadas funciones esféricas de Bessel. La solucién

regular es:

Gilp) = (=p)' (% 45) (222)

12y¢ase El dtomo de hidrégeno, Edgar A. Anell
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y la solucién irregular:

me) = =0 G (52)

Para p grande, las funciones de interés son las funciones esféricas de Hankel:
W) — 5 ;

() = gilp) +ini(p) y

2 1 "
1 (p) = [ (o))

De especial interés es el comportamiento para p > [, cuyo comportamiento asintético es:

p) = 5 sinfp — )
nu(p) ~ — cos(p - T (51)
P 2

y entonces
hl ~ 7%ei(p7l7r/2)

l

La solucién regular en el origen es: Ry(r) = jj(kr)

La forma asintética es, usando la ecuacién 51

Rl(’f‘) ~ 27:1]“‘ [efikrflw/Q _ eik'rflrr/Q] .
Problema 7.3

La aproximacién de Born para potencial de Yukawa

Consideramos un potencial de la forma:

—ar

V(r) = Vo< (52)

con Vp y a constantes reales y a positiva. El potencial es atractivo o repulsivo dependiendo de si
Vb es negativo o positivo; entre mas grande |Vp|, mas intenso el potencial. Asumimos que |Vp| es

suficientemente pequefio para que la aproximacién de Born sea vélida. De acuerdo a la férmula ya
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obtenida antes en el apartado de amplitud de probabilidad, la amplitud de dispersién estd dada
por:
2mV, _iK.ore~or
f(B)(@ysa):,ﬁ%Qfe zKrer3T.
Como este potencial depende sélo de r las integraciones angulares pueden hacerse facilmente,

y llegamos a la forma:

2mV; oo . —ar
FBY0, ) = ﬁ%l% fo sin [K|r&——rdr .

Con esto llegamos a:

f(B)(GAP) = *%,:—zvqm .

De la figura se observa que: |K| = 2k sin g; por lo tanto:

2y,2
4m~ Vg 1

R (a2 4+4K2 sin %2]2 ’

o(B) ) =

La seccién de dispersién total se obtiene por integracién:

am2v2 us
oB = [o(B)(0)d2 = =" oty -
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8. LAS ONDAS PARCIALES

Explicamos brevemente en que consiste el método de ondas parciales en el estudio de problemas

de dispersién.
o »
Introduccion.
El problema de dispersién desde el punto de vista cudntico, consiste en tratar a una particula que
interacciona con otra llamada dispersor (en la presente exposicién supondremos que el dispersor
siempre se encuentra fijo) en una regién muy pequeia del espacio. Fuera de esta regién, la

interaccién entre ambas particulas es despreciable. De esta manera es posible describir a la

particula dispersada por el siguiente Hamiltoniano:

Donde Hy corresponde al hamiltoniano para la particula libre. Entonces nuestro problema

consiste en resolver la siguiente ecuacién:

(Ho+V) | ¥) =E|¥) 2)

Es evidente que el espectro serd continuo (estamos tratando el caso de dispersién eléstica).

La solucién a la ecuacién anterior estd dada por:

1
) = =gV |0+ 1 9) ®)

De un ligero anilisis podemos ver que en el caso que V = 0 obtenemos la solucién: | ¢), es

decir, la solucién correspondiente al caso de la particula libre. Hay que notar que el operador E—l i

en cierto sentido es anémalo, pues tiene un continuo de polos en el eje real que coinciden con los
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valores propios de Hyp, para “librarnos” de ese problema induscamos un pequeno desplazamiento

de el corte que yace sobre el eje real, de esta manera tenemos:

N +
|¢>7E_H0ii6V\¢>+\¢> (4)

La ecuacién anterior es conocida como la ecuacién de Lippmann-Schwinger. Al final el de-
splazamiento de los polos serd en el sentido positivo de el eje imaginario (para que el principio de

causalidad no se viole [segiin Feynman]). Tomemos la x-representacién:

’ 1 ’ ’
<X|¢i>=<x\¢>+/d3m <X|m|x><x |V | y®) (5)

En el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior vemos que corresponde a una
particula libre y el segundo término se interpreta como una onda esférica que emerge del dispersor.
El kernel de la integral anterior lo podemos asociar con una funcién de Green o propagador y es

muy sencillo calcular:

’
, )‘:LQ 1 , 1 e:l:ik\xfx\
Gi(x,x )= — (x| ——x )= - 6

+( ) 2m< |E—Ho:|:i6| > dr | x—x' | ’ (©)

donde E = h%k?/2m. Como vefamos anteriormente la funcién de onda la podemos escribir
como una onda plana mds una onda esférica que emana del dispersor (salvo un factor constante):
eikr ,
(x| 9T) =e* + ——flkk) (M
A la cantidad f(k, k/) que aparece en la ecuacién 7 se le conoce como amplitud de dispersién
y explicitamente la podemos escribir como:

a2m

(K [V ) (8)

£l =~ - (2m)
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Definamos ahora un operador T tal que:
T|¢)=V|y*) 9)

Si multiplicamos la ecuacién de Lippman-Schwinger por V y a partir de la definicién anterior
obtenemos:

T|¢)=VI]e)+V T|¢) (10)

E — Hg + ie
Asi iterando la ecuacién anterior (como en teorfa de perturbaciones) podemos obtener la

aproximacién de Born y sus correcciones de orden superior.

El método de ondas parciales.

Ahora consideremos el caso de un potencial central no nulo. Entonces de la definicién (9) del
operador 71" se deduce que conmuta con 2 y con L de ahi que se diga que T es un operador
escalar. De esta manera para facilitar los célculos es conveniente utilizar coordenadas esféricas,
puesto que dada la simetria, el operador T serd diagonal. Ahora veamos que forma adquiere la

expresién (8) para la amplitud de dispersién:

Flk k) = 7ﬁ2}i—rg(2w)32222/dE/dE'<k/ | E'U'm YEUm | T | Elm)(Elm | k)
Lm0
(11)

después de algunos calculos podemos obtener:
’ 47'('2 m ’ m*
e K) = === TEY )Y (k) (12)
l m

Escogiendo el sistema de coordenadas tal que k tenga la misma direccién que el eje orientado

z, de esta manera a la amplitud de dispersién dnicamente contribuiran los arménicos esféricos con
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m igual a cero; si definimos que 6 sea el dngulo entre k y k' tenemos:

/ 20+1
YK ) = | 22 Pi(cosd) (13)
T
hagamos la siguiente definicién:
T (E
fiky = - THE) (14)

asf la ecn. (12) se puede escribir de la siguiente manera:
oo
’
FUoK) = £(0) = (21 + 1) fulk)Pi(cos0) (15)
=0
A la cantidad f;(k) le podemos dar una interpretacién sencilla a partir del desarrollo de una
onda plana en ondas esféricas, veamos el comportamiento de la funcién (x | ¥t) para grandes

valores de r, que como ya habiamos establecido previamente debe tener la forma:

(x|yF) =

T

X ikr
(271.;3/2 et f(©) = ] =

1 etk _ pi(kr—im) gikr
(2m)3/2 Z(2l + 1) Pi(cos 0) (T) + Z(Zl + 1) fi(k)P;(cos 6) "

1 l

1 Py(cosb)
(2m)3/2 Z@l Do

1+ 2ikfi (k)] S— — (16)

r

ikr ei(k'rlﬂ):|

La ecuacién anterior la podemos interpretar de la manera siguiente. Los dos términos expo-
nenciales corresponden a ondas esféricas, el primero a una onda emergente y el segundo a una
onda convergente; y el efecto de la dispersién se ve en el coeficiente de la onda emergente, y es

igual a uno cuando no existe un dispersor.
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Corrimientos de fase

Imaginemos ahora una superficie cerrada centrada en el dispersor, si asumimos que no hay creacién

ni aniquilacién de particulas se verifica:

/j~dS=0 (17)

Donde la regién de integracién es evidentemente la superficie anteriormente definida y j es la
densidad de corriente de probabilidad. Adn mds, debido a la conservacién del momento angular
la ecuacién anterior debe verificarse para cada onda parcial (en otras palabras, todas las ondas
parciales tienen diferentes valores de las proyecciones del momento angular, lo cual las hace en
esencia diferentes y la formulacién seria equivalente si tratdramos al paquete de ondas como un haz
de partfculas que no interactdan entre si; mas ain, debido a que el potencial de nuestro problema
es central el momento angular de cada “particula” se convervard de tal manera que podriamos
decir que las particulas continian siendo las mismas). Por las consideraciones anteriores, podemos
decir que tanto la onda divergente como la emergente difieren a lo mucho en un factor de fase, es
decir, si definimos:

Sy(k) = 1+ 2ik f (k) (18)

debera suceder que
| Si(k) =1 (19)
Los resultados anteriores los podemos interpretar en vista de la conservacién de las probabili-
dades, y era de esperarse pues hemos supuesto que no existe creacién ni aniquilacién de particulas,

asi que la influencia del dispersor consiste en agregar simplemente un factor de fase en las com-

ponentes de la onda emergente, en virtud de la unitariedad del factor de fase lo podemos escribir
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Ccomao:

S; = 2% (20)

Donde §; es real y es funcién de k. A partir de la definicién (18) podemos escribir:

e — 1 e sin(g, 1
fi = i = @) _ i (21)
2ik k kcot(d;) — ik

La seccién total de dispersiéon adquiere la siguiente forma:
Ototal = / | f(@)‘QdQ =

2m 1

1 ! i . 6, .

k_z/ d¢/ d(cos(9)) E E (20 +1)(21" + 1) sin(6;)e™ sin(6,/ )P Py
0 -1 T

A

=5 D (I 1)sin?(,) (22)

l

Determinacion de los corrimientos de fase.

Consideremos ahora un potencial V tal que V se anula para » > R, el parametro R se le conoce
como el “alcance del potencial”, asi que en la regién r > R evidentemente debe corresponder a
una onda esférica libre. Por otro lado la forma maés general de la expansién de una onda plana en
ondas esféricas es de la forma:

1
(2m)3/2

(x| yt) = Z (20 + 1) Ay (r)Pi(cos6) (r > R) (23)

!
Donde el coeficiente A; estd definido como:

A = MR (kr) + P BB (ker) (24)

donde hl(l) y hl(2) son las funciones de Hankel esféricas y sus formas asintéticas estan dadas

por:



e—i(kr—lm/2)

2
hl( )N— -
ikt

Al ver la forma asintética de la expresién (23):

1 eikr e—i(kr—lm)
—_— 21+ 1)P, - 25
(2m)3/2 zl:( TOP S 2ikr (25)
De esta manera vemos que:
@ _ L 2is 2 _1
G —56” a’' =3 (26)
Ahora podemos ver que la funcién de onda radial para r > R se escribe como:
Ay = 2 [cos 851 (kr) — sin é;n;(kr)] (27)

A partir de ecuacién anterior podemos evaluar su derivada logaritmica en r=R, i.e., justo

afuera del alcance del potencial:

’ ’
dA j, cosd; —n,; (kR) sin d
= (5%) =" | Fens it (28)
A dr ) ,.—r jicosd; — ny(kR)siné;
Donde jl' es la derivada de j; con respecto a kr y evaluada en r = R. Otro resultado
importante que podemos obtener conociendo el resultado anterior es el corrimiento de fase:
kRj, (kR) — Biji(kR
tan d; = 31 (kR) — Buji(kR) (29)

~ kRn;(kR) — Byny(kR)

Para encontrar la solucién completa a nuestro problema adin hay que hacer los cdlculos para
cuando r < R, es decir, dentro del rango del alcance del potencial. Para el caso de un potencial
central la solucién a la ecuacién de Schrédinger en tres dimensiones la solucién se reduce a resolver

la ecuacién:

2 2 1
dul+<k2——mV 11+ ))ul:()

o2 - (30)

h? r2
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donde u; = rA;(r) y estd sujeto a la condicién de frontera u; |r=o = 0 de esta manera ya
podemos calcular la derivada logaritmica, la cual por la propiedad de continuidad de la derivada

logaritmica (que es equivalente a la continuidad de la derivada en un punto de discontinuidad):

/Bl ‘dentroz /Bl ‘fuera (31)

Un ejemplo: dispersion por una esfera sélida.
Ahora tratemos un caso especifico. Consideremos un potencial definido como:

_J o r<R
v={S ok @

Es sabido que una particula no puede penetrar en una regién donde el potencial sea infinito,
asi que la funcién de onda se deberd anular en r = R; de que la esfera es impenetrable también se

deduce que:

Ai(r) |r=r=10 (33)
Asf de la ecuacién (27) tenemos:
i1 (kR
tan &, = 2R (34)
ni(kR)

Vemos que se puede calcular facilmente el corrimiento de fase para cualquier 1. Consideremos

ahora el caso | = 0 (dispersién de una onda S) de esta forma tenemos:

5 = —kR

y de la ecuacién (27):

sin kr cos kr
cos dg +

1
Aj—o(r) ~ sindp = T sin(kr + do) (35)
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Vemos que la contribucién al movimiento libre es la adicién de una fase. Claro que en el caso
mas general diferentes ondas tendran diferentes corrimientos de fase ocasionando una distorsién
transitoria en el paquete de ondas dispersado. Estudiemos ahora el caso de energias pequenas,
i.e., kR << 1 en este caso las expresiones para las funciones de Bessel (usadas para escribir las

funciones de Hankel esféricas) son las siguientes:

. (kr)l
Ji(kr) ~ @+ (36)
20 -1
ny(kr) ~ TS (37)
obteniendo asi la expresién:
_ 2041
tand; = (kR) (38)

2L+ 1D)[(21 — M2 -

De la férmula anterior podemos ver que la contribuciéon apreciable al corrimiento de fase
es principalmente de ondas con | = 0, pero como dg = —kR tenemos para la seccién eficaz de
dispersién:

do
Ototal = / EalQ = 47 R? (39)

Vemos que la seccién eficaz cudntica es cuatro veces mayor que la seccién eficaz clésica, y
coincide con el drea total de la esfera. Para grandes valores de la energia del paquete incidente
conjeturemos que todos los valores de ! hasta un valor maximo l;maez ~ kR contribuyen a la seccién

eficaz total.
A I~kR
s .
Ctotal = 2 E (21 + 1)sin?4; . (40)
=0

De esta forma a partir de la ecuacién (34) tenemos:
tan? & []l(k?R)}Q

I
in?§; = = ~'2<kR——>. 41
O T I Ttan26,  [IRR)2 + [ukR)E 2 (41)
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Aqui hemos utilizado las expresiones:

1 l
Ji(kr) ~ T sin (kr — g)

1
ny(kr) ~ ~ % ©08 (k'r — %r)

vemos que §; decrece en % cada vez que [l se incrementa en una unidad, asi es evidente que
se cumple sin2§; + sin? 0141 = 1, y aproximando sin24; por su valor promed10 =, asi es sumamente

sencillo obtener el resultado de la suma anterior, y la férmula para la seccién eficaz total es:
47 1
Tiotat = 75 (kR)* 5 = 2mR? (42)

Una vez més el resultado del cdlculo utilizando mecénica cuantica difiere del resultado clésico,

pero veamos cudl es el origen del factor 2; primero a la ecuacién (15) la vamos a separar en dos

partes:
I=kR .l kR
179
£(6) = Z (20 + 1)e**t Py cos(0) + - =) " (@4 1)Pcos(9) = freflexion + fsombra  (43)
=0 =0

evaluando f If reflexién |>d€2:
lmaw l
77 ma:r
/ f reﬁex1on‘ df 4k2 / (21 + 1)%[Py cos(6)]%d(cos 0) = 2 mR? (44)

Ahora analizando f g1, Para dngulos pequefios tenemos:

R
i ‘ iRJ1 (kR
7 sombra ~ 5z O (2L+ DJo(0) ~ ik / bJo(kb)db = % (45)
0

Esta férmula es bastante conocida en éptica, es la férmula de difraccién de Fraunhofer;

haciendo el cambio de variable z = kR6f podemos evaluar la integral f | fsombra|2dQ2:

e o)
J1(2)]?
/ |f sombral?dQ ~ 27 R? / %dz ~ mR? (46)
0
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Finalmente despreciando la interferencia entre fiofoxién ¥ f sombra (Porque la fase oscila
entre 20,41 = 20; — w). De esta manera obtenemos el resultado (42). Hemos etiquetado un
término con el nombre de sombra, el origen de esta contribucién se explica ficilmente al apelar al
comportamiento ondulatorio de la particula dispersada (en este punto da lo mismo [fisicamente]
un paquete de ondas que una particula), tiene su origen en las componentes del paquete disper-
sadas hacia atrds, entonces tendrdn una diferencia de fase con las ondas incidentes y habra una

interferencia destructiva.

Dispersion en un campo de Coulomb

Ahora consideremos un ejemplo clasico y algo complicado: la dispersién de particulas en un campo

coulombiano, para este caso la ecuacién de Schrédinger es:
h? Z1Zae?
(——v2 - 1—26) Y(r) = By(r),  E>0 (47)
r

donde m es la masa reducida de las particulas que interaccionan y evidentemente E > 0
debido a que tratamos el caso de dispersién sin creacién de estados ligados. La equacién anterior

es equivalente a la siguiente expresién (para valores adecuados de las constantes k y v :
2vk
(V2 et ) P(r) =0 (48)
r

Si no consideramos la parte centrifuga del potencial efectivo, es decir, que nos quedamos
Unicamente con la interaccién de un campo de Coulomb puro, por eso podemos proponer una

solucién de la forma:

U(r) = T x(u) (49)
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con

u = itkr(l — cos0) = ik(r — z) = ikw
k-r=kz

(r) es la solucién completa a la ecuacién de Schrédinger, y es de esperarse que su compor-

ik-r.

tamiento asintético conste de dos partes: una tipo onda plana e ; y otra tipo onda esférica

r~1ei*" Definiendo nuevas variables:

z=2z w=r—z A=¢

y con ayuda de las relaciones anteriores, la ecuacién (48) adquiere la forma:

d2

u—s +(17u)i —iy| x(u) =0 (50)

du

Para resolver la ecuacién anterior, primero hay que estudiar sus comportamientos asintéticos,
pero como todo eso ya estd hecho, la funcién de onda asintéticas normalizada que se obtiene al

final de todos los calculos anteriores es:

ifk-r—vyIn(kr—k-r)] + fc(k, e)ei[kr+'yln2k7‘]> (51)

1
P (r) = W (e =

Como vemos, la funcién de onda anterior tiene algunos términos que la hacen diferir de
manera apreciable a nuestra ecuacién (7) y eso se debe a que una fuerza de tipo de Coulomb es
de largo alcance. Hacer el cdlculo exacto para la amplitud de dispersién de Coulomb es bastante
dificil de hacer (de hecho casi todos los célculos de este problema). Quien logre hacer todos los

célculos para obtener la funcién de onda normalizada encontrara:

1 _— . g*(’y) y eilkr+vyin2kr]
— ilk-r—vyIn(kr—k-r)] 1 59
Vi) = a7 (e t 91y 2k sin(0/2)2 . (52)
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donde g1(v) = ﬁ

El analisis de ondas parciales lo reduciremos a mostrar resultados ya obtenidos de una manera

lo més clara posible. Primero escribamos la funcién de onda (49) 1(r) de la siguiente manera:

P(r) = ™ x(u) = Ae’™T / "1 — 1) dt (53)
(&

donde A es una constante de normalizacién y toda la parte integral es la transformada de
Laplace inversa de la transformada directa de la ecuacién (50). La ecuacién anterior se puede

escribir de la siguiente forma:
P(r) = A/ R T (1 —t)ethTH (1 — t)d(t, v)dt (54)
c
con
dt,y) =717 (55)

Ya en el analisis de ondas parciales procedemos a escribir:

W(r) = Z (20 + 1)i' Py(cos 0) Ay (kr) (56)
=0

donde

Ay(kr) = A/ krt g lkr(1 — £)](1 — t)d(t, v) (57)
C
Y dada la relacién que hay entre las funciones de Bessel esféricas con las funciones esféricas
de Hankel tenemos:
1 2

Ay(kr) = AN (kr) + AP (k) (58)
La evaluacién de los coeficientes anteriores no la vamos a hacer aqui (dada su extensién), nos

basta con saber que:

AP (kr) =0 (59)
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[27rig1 (7)} (efi[krf(lﬂ/2)+'yln2k'r] _ eQim(k)ei[k'rf(lrr/Q)+'yln 2kr]) (60)

G2im (k) _ LA+~ )

T+ 1+14) (61

Calculo de la amplitud de dispersion de Coulomb

Si tomamos la transformada de Laplace de la ecuacién (50) obtenemos:

x(u) = A/ eUtET1(1 — 1)~ dt (62)
C

Donde el contorno C va de —oo a 0o y se cierra por arriba del eje real, vemos que hay dos

polos: cuando t =0 y t = 1. Haciendo el cambio de variables s = ut obtenemos:

x(u) = A/ ess L (u — 5) 7 (63)
Cy

X(u) debe ser regular en cero y en efecto:

x(0) = (*1)7”14/ icls = (—1)"" A2xi (64)
c §

Ahora tomando el limite u — oo haciendo un desplazamiento infinitesimal (para quitarse el

_ (sotie)
iK ’

problema de que los polos estan sobre la trayectoria) y un cambio de variable tal que % =
pero como este término tiende a cero cuando u — oo entonces podemos expander (u — s) en series

S

de potencias de 2 para el polo con s = 0. Pero el desarrollo anterior no es bueno en s = 1, porque

aqui s = —so +i(k Lt &; y de ahi que % =1- @ tiende a 1 cuando kK — co; pero si hacemos

el cambio de variable s’ = s — u ya no hay problema:
. . 4 ’os ’os ’
x(u) = A/ ([ess"”’l(u —8)"V]ds 4 [e* T4 (=5 )V (u+s )V 1]ds ) (65)
Ca
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Desarrollando las series de potencias es sencillo calcular las integrales anteriores, pero del

resultado atin hay que tomar el limite 5 — 0 para obtener las formas asintéticas correctas para

la dispersiéon de Coulomb:
x(w) ~ 2miA [u™ g1 (7) — (—u)" et ga(v)]

2wg1(y) = z/ e®s1ds
Ca
2rg2(y) = z/ e®s~ds
Ca
Y después de tanto cambio de variables, regresamos a la s originales y vemos:
(u*)i'y — (71’)7'.7[]6(’!‘ _ Z)}i’y — e’yfr/Qei'yln k(r—z)
(u)fi’y — (i)fi'y [k(T‘ _ Z)}fi’y — e'wr/Qefi’yln k(r—z)

Ya hemos calculado X, lo cual equivale a tener 1y (r) a partir de (49).

Aproximacién eikonal

(66)

(67)

Hacemos una breve exposicién a cerca de la aproximacién eikonal. La filosofia de la aproximacién

eikonal en este caso es el mismo que cuando hacemos el paso de la 6ptica ondulatoria a la éptica

geométrica, por eso es vélida cuando el potencial varia mas lentamente que la longitud de onda

del paquete de ondas dispersado, es decir, para el caso E >> |V|. Asi esta aproximacién puede ser

considerada como una aproximacién cuasicldsica. Primero propongamos que la funcién de onda

cuasiclasica es:

b ~ iSE)/R
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Donde S satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi, y su solucién es:

Z 2 1/2
% = / {kQ _ My (\/ b2 + z’2>} dz' + constante (69)

La constante aditiva se escoje de tal forma que:
S
7 — kz cuando V-0 (70)

El término que multiplica el potencial lo podemos interpretar como un cambio de fase del
paquete de ondas, su forma especifica es la siguiente

oo

Ap) = 2 1% <\/b2+722) dz (71)

2kh?
— 00

La anterior aproximacién dentro del método de ondas parciales tiene la siguiente aplicacién.
Sabemos que la aproximacién eikonal es valida para grandes energias, pero para altas energias
hay muchas ondas parciales que contribuyen a la dispersién, asi que podemos tratar a [ como una
variable continua y por analogia con la mecédnica clasica: | = bk. Ademas como anteriormente ya

habfamos mencionado lmaez = kR, sustituyendo en la expresién (15) se obtiene:

ﬂmzfm/ﬂmewm@fu% (72)
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