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Part 1
SERIES F INTEGRALES DE
FOURIER

(Edicién de ejemplar de prueba)

1 Introduccion

Para problemas con condiciones de frontera periédicas en el intervalo —L < x <
L, nos preguntamos si la siguiente serie infinita (conocida como serie de Fourier
de f(z)), tiene sentido:

oo
flx) :ao—i—Z(ancos <m> + by, sin (nmr)) (1.1.1)
— L L

Obviando la igualdad, vale preguntarse ;Converge esta serie infinita?,;qué
condiciones debe cumplir f para que se dé la convergencia?,;Converge a f(x)?

Estas preguntas no tienen una respuesta sencilla. Sin embargo, las series de
Fourier normalmente funcionan bastante bien.

La expresiéon comentada serd vilida para algunos tipos de funciones y se
necesitaran pequenas modificaciones para otros tipos de ellas. Partiremos siendo
positivos suponiendo que la expresién mencionada es cierta. ;Qué nos dice ésta
sobre los valores de los coeficientes a, y b,7. Necesitaremos del siguiente lema.

1.1 Lema Elemental

i) Si m y n son nimeros enteros no negativos distintos entonces:

L L
nrx mmnx . (nmx\ . (mrx
/cos <L> cos (L) dx = /Sm <L> sin (L) dr =0 (1.1.2)
L L

i1) Para cualquier par de enteros no negativos m y n:

L
nrx\ . [m7rx
/cos (L) sin (L) dx =0 (1.1.3)
L



i7i)Para cualquier entero positivo n,

L L
/0052 (T) = /sin2 (anc)dx =L (1.14)
L L

Demostracién: Se prueba integrando directamente:

Ademsds, si m=0 y mn#0 esfacilmente verificable que la integral es
cero.

En forma similar se prueba que
L

[ sin (%) sin (%) dr =0
iy

ii)

-L -L -L
B 1 L L ((nd+m)mz\
B _2(n—|—m)7rbm< L >_L
1 L . (n—m)mz\ |
+2(n—m)7rsm< L >L
= 0

Estas formulas relativas a estas integrales se les llama relaciones de
ortogonalidad y diremos en tal caso que el conjunto de las funciones
{cos (%),Sin (mg””)} Vn=0,1,2,....., vy V m=1,2....s0n
ortogonales en [—L, L]

i41) Demostracién queda como ejercicio para el lector. Debe calcular estas

integrales.En sintesis, se puede puntualizar que:

L .
%_fL cos ("I2) cos (ML) dy = {O I =5,

L , St m=n

L L
(nmx\ . (mTx _ 1 (((n+m) Tz 1 ((n—m) 7z
/c05<L)51n<L>dx = ,2/cos( T )dx+2/005<L

)as



L

LR s (37de = (0 502 =
L

1 F con () sn (2p2)da =0

L L

[ cos (ME)dx =0 Vm,n y [ sin(ZFE)dz=0 Vm,n

2 La serie de Fourier de una funcién

Se debe distinguir entre f(z) y su serie de Fourier en el intervalo —L < z < L:
Serie de Fourier de f(x)

= nwx . [(nmx
ag +;(ancos< 7 ) +bnsm< 7 ))

La serie trigonométrica puede incluso no converger y si converge, puede que
no lo haga a f(z). Partiendo del supuesto que la serie converge podriamos
determinar los coeficientes de Fourier ag, a,, b,. usando las relaciones de ortog-
onalidad.

Lo que queremos es:

F(z) = ao + ni;(an cos (“Zx) + by sin (’T)) (1.1.1)

Integrando la identidad (1.1.1) se tiene:

L L o0 L L
nmx . (nmx
/f(x)dac = /aodx + Z(an/ cos (L) dx + bn/ sin <L> dx)
L _L n=1 ) L
Como todas las integrales de la derecha valen cero, excepto la primera, se

deduce de aqui el valor de ag,asf.
L

ag = %/f(x)dx
‘L

Para el calculo de a, multiplicamos la identidad (1.1.1) por cos (kLL””) e

integrando término a término tenemos.

L L
/f(x) cos <kzx) de = ao/ cos <ch::3> dz +
L L

L

L
i a / cos (mra:) cos (kmc) dr +b / sin (nmc) cos (
" L L " L

n=1 L L
= 04+ Lépr+0



Por lo tanto:

L
/f(x) cos (T) dx = apL
‘L

asi el valor de aj es

Qg

L
1 kmx
— —_— . >1
L/f(x)cos<L)dx Vk>
L

krax

L

L
b, = %/f(x) sin <k7TLx> dx.
L

Hemos "encontrado" los coeficientes ag, a,, b, claro eso si bajo muchos
supuestos. Estos cédlculos sugieren la siguiente definicién.

Ahora multiplicando (1.1.1) por sin (
por el lema se tiene

) e integrando de manera similar y

2.1 Coeficientes de Fourier
Definicién .-

i) Sea f una funcién Riemann integrable en [—L, L], los coeficientes

L
ag = i/f(x)dz
L

L
1
ayp = —/f(x)cos T dee paran =1,2,3... (1.2.1)
L L
L
. L
L

relacionados con f en [—L, L] se denominan coeficientes de Fourier.

i7) La serie de Fourier de f en el intervalo [—L, L] se define como la serie
donde los coeficientes estdan dados por (1.2.1). Para no hablar de convergencia
todavia, escribimos:

101~ o+ 3 [ con (M) 0, ()

Donde el signo"~" significa sélo que a la derecha se tiene la serie de Fourier
de f(x) (en el intervalo —L <z < L).



Ejemplo 1: Determinar la serie de Fourier de f(z) =z siz € [—m, 7]

Solucién: Determinemos la gréfica de la funcién

25

Determinemos los coeficientes de Fourier de f en [—m,7]
K

ap = 5= [adz =0

—T

an = 2 [ @cos (nz) do = [3= cos(nz) + -Z sin(nz)]” =0

—T

b, = L [asin(nz)de = 2(-1)" !

Luego, la serie es Y 2(—1)""! sin(nx)
n=1

2.2 Atributos de la funcién

Lo anteriormente expuesto es vilido para cierto tipo de funciones, nos referimos
a las funciones f(z) que son seccionalmente continuas.

Definicién 1.- Sea f(x) definida en [a,b]. Entonces f es seccionalmente
continua en [a, b] si:

a) f es continua en [a,b] ,excepto quizds en un nimero finito de puntos.

b) Ambos lim,_, .+ f(z) y lim,_,,- f(x) existen y son finitos.

¢) f no es continua en xg, z¢ € (a, b) y los limites lim, .+ flx)y lim, - f(z)
existen y son finitos .

Definicién 2.- f(x) es seccionalmente suave en [a,b] si f y f’ son sec-
cionalmente continuas en [a, b] .

. 1 .
Ejemplo 2: Muestre que f(z) = x3 no es seccionalmente suave en
ningtn intervalo cerrado que contenga en su interior al cero.



Solucién: En efecto, se tiene que f/(z) = %x% = ilirbf’(x) = i:rrloém%z
o0 , no existe. Luego, la funcién no es seccionalmente suave.

Observacion:

Cada funcién seno y coseno que aparece en el desarrollo de la serie de Fourier
tienen perfodos diferentes el que es igual a % para n > 1.Por otra parte, un
multiplo entero del periodo de una funcién periodica es también un periodo ,
podemos afirmar entonces que 2L es periodo comun para las funciones seno y
coseno del desarrollo de la serie. Por lo anterior, la serie de Fourier no sélo
representa a f(z) en el intervalo —L < x < L , sino que, proporciona una

extension perfodica de f en todos los reales.

Ejemplo 3: Encontrar el perfodo de la funcién f(x) = 100 cos® z.

Solucién: Utilizando la identidad trigonométrica cos? 6 = (1 + cos 26) se
tiene

1
f(z) = (10cosx)? = 100 cos® x = 1005(1 + cos 2x)

entonces
f(x) =50+ 50 cos 2z

como el periédo de cos 2z es 7 y una constante tiene cualquier periodo, f(x)
es de perfodo 7.

2.3 Convergencia de las series de Fourier

Teorema

Si f(z) es seccionalmente suave en el intervalo [—L, L], entonces la serie de
Fourier de f(z) converge.

i) A la extension periodica de f(x), en los puntos que la extensién periodica
sea continua.

ii) Al promedio de los limites laterales 3(f(z™)+ f(z 7)) en los puntos donde
la extensién periodica tenga una discontinuidad de salto.



. 0 si —3<z<0
Ejemplo 4: Sea f(z) = { r si 0<z<3

Fourier y analizar la convergencia en todo IR

.Construir la serie de

Solucién: Determinemos la grifica de la funcién

25 125 0 125 25

X

Calculemos los coeficientes de la correspondiente serie de Fourier de f(x):

= %jf(a:)dx = %jxdm =3

3
Gy = % fgf cos (“5%)dx

3
=1 [z cos ("5%)dx =
0

% PR — —— (cos(nm) — 1)

[9005 ("sﬁ) + 3z sin ("g”):|3 _
0

3
b, = %f ) sin ("”)dm

= oot s = ) [10E) 4 2Bt o

la serie de Fourier la podemos escribir

Z i g [n237r2 ((=1)" = 1) cos <m3m) - % cos(nm) sin (m;mﬂ

Tenemos que f es continua en [—3,3] ,por lo tanto su extensién periédica
es seccionalmente continua en R , con discontinuidad de salto en los puntos
r=3+6n, ne’

Por lo tanto, de acuerdo al teorema la serie converge a

| flz) si z#3%x6n
fE(w)_{ 3 s z=3+6n "%

entonces



n=1
es decir
3 6 1 (2n — )7z ™ . [(nmx
=2_Z S Z(=1)" hitid
=4 {@n— D < 3 > T < 3 ﬂ
Al estudiar la convergencia en o= 3 punto de discontinuidad de la funcién
se obtiene
3,3 - — 1 7
Sty 2 (=" - -
=1t 22_:[n2 ) )} 22(271*1)2 8

Ejemplo 5 Sea f(x)=z+m, x € [-m,7]. Determine la serie de Fourier
y obtener la grafica de sumas parciales.

Solucién : La gréfica de la funcién es

y

3757

257

1257

25 125 0 125 25

x

Determinemos los coeficientes de Fourier de f en [—m, 7]

wo=2 ] @rmis = £ [24ma]" =& (%) =n
™ 1 -
an = 7 f x + ) cos (nz) do = — [ cos(nx) + Lsin(nz)]” =0
™ ™
s 1 .
by = ,1r f x + m)sin(nz)dr = — [n%sen(nz) — % cos s(nz)]
T _

b = 2(-1) 1



Asf la serie de Fourier de f (z) es

o0
—1)ntt 2 3
77—&—22%36717133:71'—1—2 (sena:— SenST | Senod —)
n=1

2+3

Para visualizar la convergencia de estd serie grafiquemos algunas de sus
sumas parciales

n ( 1)k+1
Sp(x)y=7m+2 ’ senkx
k=1
Obtengamos 57 :
1
-1 k+1
Si(z)=m+ 22 ( ]z sin(kx)

Obtengamos S3

Obtengamos S

10 q\k+1
Sio(z) =7m+2 Z % sin(kx)
k=1



Finalmente, obtengamos Ssq

50 (_1)k+1
S1o (J}) =n+2 Z
k=1

k

ﬂ ™
of

sin(kx)

25 5

Podemos visualizar que en la medida que es mayor el nimero de términos
de las sumas parciales estas convergen a la grafica de la funcién

2.4 La integral de funciones pares e impares
2.4.1 Lema (De funciones pares e impares)

Sea f una funcién integrable en [—L, L].

L L
a) Si f una funcién par en [—L, L], entonces [ f(z)dx =2[ f(z)dx
L 0

L
b) Si f es funcién impar en [—L, L], entonces [ f(z)dx =0

L
Demostracién
a) f funcién par, entonces f(—z) = f(z) Va € R.Considerando que f
es par y el cambio de variable ¢t = —x se tiene

10



0

7f(x)dx = /f(—x)dx = 7f(t)dt = 7f(x)dx

entonces

L 0 L L
/f(a:)dx = /f(x)dm—i—/f(x)dm = Q/f(x)dx
—L —L 0 0

b) f funcién impar, entonces f(—z) = —f(z) Vo € R.Usando este hecho
se tiene.

0 0 0 .
/f(x)d:p = /*f(*z)dx = /f(t)dt = —/f(m)dx
) A | :
entonzes 0 L L L
/Lf(x)d:c = /Lf(x)da: + [f(a?)dx = [f(:c)dx —~ {f(x)dx ~0

lo que demuestra el lema.

2.5 Teorema de las funciones pares y de las impares

Sea f una funcién integrable en [—L, L],
a) Si f es par, la serie de Fourier de f en [—L, L] es

o0
ap + Zan cos (T)

n=1

f (@) cos (“7£)dz. Esta se denomina

L
donde ag = 1 [f(z)dz y a, = % 7
0

o—t=

serie de cosenos
b) Si f es impar, la serie de Fourier de f en [—L, L] es

n=1

L
donde b, = 2 [ f(z) sin (“7%)dz.Esta se denomina serie de senos

0
Demostracién: Se deja al lector, debe aplicar el Lema 1.3.1 en el cdlculo de
los coeficientes de Fourier

11



Ejemplo 6: Calcule la serie de Fourier de f(z) =1— |z] en —2 < 2 < 2.

Solucién: A partir de la grafica de la funcién podemos inferir que la fun-
cién es par

05

1

Es decir  f(—z) =1—|—z| =1—|z| = f(z) Yz € R, luego se tiene que f
es par.
Obtengamos los coeficientes del desarrollo de Fourier

aoz%gl—xdx—f(x—ﬁwo—()
2

2
a, = %f 1_ I oS (nﬂm)dx _ fCOS (n‘lﬂ)dz — fl’COS (n;rw)dl’
0
nmwr gt
—0— [4C(:2(7r22 ) + = Su:n(r : )} , por consiguiente
0
B 0 si n es par
n = W si n es impar

Asi la serie de Fourier de f(z) =1 — |z| es

;g@n i 5 o ((2n —21)m)

En muchos problemas se tiene la posibilidad de trabajar con series de senos
o series de cosenos. Por ejemplo , al resolver ecuaciones diferenciales parciales
de segundo orden aplicando el método de separacién de variables.

3 Desarrollos llamados de medio rango

Sea una funcién f seccionalmente continua que esté definida sélo en un intervalo
[0, L] y se desea desarrollar en serie de Fourier Vz € [0, L] . Una forma de hacer
lo anterior es extender f al intervalo [—L, L] y por supuesto , puede ser hecho
de muchas maneras, sin embargo, dos extensiones son las méds convenientes e
importantes. Construir una extensiéon impar lo que origina una serie de senos
o construir un extensién par lo que determina una serie de cosenos. Estas se
denominan desarrollos de medio rango.

12



3.1 Extensién impar:

Supongamos que conocemos f(z) solamente para 0 < z < L, entonces podemos
extenderla como una funcién impar. obteniendo otra funcién denotada f;(x) y
definida por:

filw) = { —f(-=z), -L <z <0

como se muestra en la figura adjunta.

Si f(x) es seccionalmente suave en 0 < x < L, entonces f;(z) es también
seccionamente suave y se puede aplicar el teorema de convergencia de series de
Fourier.

La serie de Fourier de f;(z) es

i nmx
f(z) ;bnsm(L), <z<

Como nosotros estamos interesados solamente en lo que ocurre entre
0 <z < L.En esaregiéon f(z) es identica a f;(x) y la serie de Fourier es

> nn
= bpsin | — ], 0<z <L
flx) nz::l sm(L> 0<z
) L
con coficiente b, = L/f(:c) sin <n2x) dz
0

Ejemplo 7. Sea la funcién f(z) =z en el interior 0 < 2 < L. Obtener el
desarrollo de medio rango considerando una extensién impar.

13



.. . - N z, 0<z <L .
Solucién. La discontinuidad de salto de la funcién f;(x) = { v, —L<z<0 ,extension
impar periédica ,muestra que la serie de Fourier de senos de f(x) = = converge

a cero en = L aunque f(L) # 0 y converge a f(z) en 0 < 2 < L.Ademas

L L
Y 2 (2 2
by, = L/f(z)sm( )da:— L/zsm( > x = n7r( 1)
0 0

Por lo tanto, la serie resultante es:

2L N (1)t nmx
= — i , 0<z<L
T=— Z S sin [ — <z

n=1

3.2 Extensién par

Supongamos ahora que conocemos f(z) solamente para 0 < z < L , entonces la
extendemos como funcién par obteniendo otra funcién denotada f,(x) definida

por:
flx), 0<z <L
fp(m)—{ f(-z), -L<2<0

como muestra la figura adjunta:

20T

157

107

Sif (x) es seccionalmente continua en 0 < z < L, entonces su extensién par
fp(z) lo serd también por lo que se puede aplicar el teorema de convergencia de
series de Fourier.

En el intervalo 0 < = < L, la funcién f(x) es idéntica a su extensién par. La
serie que se obtiene se denomina serie de Fourier de Cosenos de f(x).

14



oo
nnT .
ag + Zan cos (L)’ 0 <z < L, con coeficientes
n=1

L

L
ap = %/f(az)dx Y ap = %/f(x)cos <n§x)dx
0

0
Ejemplo 8: Construir la serie de Fourier de Cosenos de f(z) = x en

0<zxz<L.

Solucién: Por las caracteristicas de la extensién en lo que concierne a la
continuidad de la funcién tenemos:

n=1
L L ) I
1 1 1z
0 0
L L
2 2
an, = Z/f(x) cos (T)dm = Z/xcos (T)dm
0 0
{ 0 si n par.
an = AL . .
—>z sinimpar.

Finalmente, la serie de Fourier coseno de f(z) =z en 0 <z < L es:

L AL L s (2n — V)mz
2 w24 (2n—1)2 L

4 Diferenciacion e Integracion de la series de
Fourier

4.1 Derivacion

Las series infinitas, aun las convergentes no siempre se pueden derivar término
a término. Un caso ilustrativo, es el de la funcién f(xz) = z definida para
—m < x <, cuya serie de Fourier es

&0 _1\n+1
Z% sin(nx)
n=1

15



que converge para —m < z < T, es decir
e 2(_1)n+1

r=) ————sin(nx), para — T <z <7

Si diferenciamos, esta serie término a término tenemos:

222(—1)”+1 cos(nx)
n=1

la cual es una serie que no converge en |—7, 7|, ya que sia, = 2(—1)"*! cos(nz)

para cada z €] — m,7[, lim a, no existe, como no ocurre que a, — 0 ,con-
n—oo

o0
cluimos que Y 2(—1)"*! cos(nz) no converge para cada x €] — , 7.
=1

n=

Por otro lado, f(z) =1 Vax €] —m,n[. Esto muestra en este caso que la
derivada término a término de la serie, no converge a la derivada de la funcién
a la que representa.

La dificultad se nos presenta cada vez que la serie de Fourier de f(x) tiene
una discontinuidad de salto, la derivacién término a término no estd justificada
en estos casos. Sin embargo, podemos aqui considerar la siguiente proposicién
que agrega condiciones para permitir la derivacién término a término.

Proposicién:

Sea f una funcién continua en [—L, L] con f(—L) = f(L), si f’ es seccional-
mente suave en [—L, L] donde f”(z) existe se tiene.

N Y% . (nmx nrx
fi(z) = ;f [—an sin (L) + by, cos <L>]

Demostracién.- Se deja al lector, se sugiere escribir la serie de Fourier de
f'(z), considerando que esta serie converge a f'(z) siempre que f”(z) exista.
Use integracion por partes para relacionar los coeficientes de f/(z) con los cor-
respondientes de f(z).

2

Ejemplo 9. Considere la funcién f(z) = 2% en —7 < & < 7 y verifique

si la derivada de esta serie existe.

Solucién Claramente se satisface las hipdtesis de la proposicién anterior.
La serie de Fourier de la funcién f(z) en [—m, 7] es:
(Ver Problema 2 en problemas resueltos)

2 (1)
flz) = §+4Z( n? cos(nz)

16



Como f'(z) = 2z es continua, y existe f”(x) = 2 en todo el intervalo,
entonces para —m < & < T

(_1 n+1

() =2z = 4Z+ sin(nx)

Note que este resultado concuerda con lo establecido en el ejemplo 1 del
inciso 2.1.

4.2 Integracién

La precaucion que se tiene para la derivacién término a término de la serie de
Fourier no se requiere para el caso de la integracién .

Proposicién

Sea f una funcién seccionalmente suave en [—L, L] con serie de Fourier

flx)=ao+ ni_o:l {an cos (T) =+ b, sin (T)] ,

Entonces para cada x € [-L, L].

7 F(t)dt = aolz+ L) + %i% [an sin (T) b, (cos (’T) _ (_1)%
L

n=1

Demostracion;
Sea F(x) = [ f(t)dt — apx Vx € [—L, L] asf definida F es continua en
L

[~ L, L] ademds F(—L) = fif(t)dt a0 (—L) —asl y F(L) = [ f(tydt -

L
CL()L = 2a0L - a,oL = a,oL
Por lo cual F(—L) = F(L), asimismo F'(z) = f(z)—ap Vx € [—L, L] donde
f es continua. Entonces podemos asegurar que F’ es seccionalmente continua
en [—L, L] y por el teorema de convergencia tenemos que

F(z) = A + i [An cos (T) + B, sin ("zxﬂ (1)

n=1

donde para n > 1.

17



L
t
/F(t) cos <n;r> dt integrando por partes.

L L t
~ L pysin (m)dt
_; nm L

1
L

L
Ay = ——b,
nm

donde b,, es el coeficiente correspondiente de la serie de Fourier de f en
[-L,L].
De manera analoga se tiene que:

L
1 . [nmt L
Bn = E/F(t) S11 <L>dt = Ean
L

donde a,, es también el correspondiente coeficiente de la serie de Fourier de
fen[-L,L].
Por lo tanto, reemplazando en (1)

L1 nw . (nmx
F(z) = Ao+ ;Zﬁ [—bn cos (L) + ay, sin (L)} , ¢ €[-L, L]

n=1

para Ag tenemos:

F(L) = aoL = Ao + ZA” cos(nm) = Ap=apL — ZA” cos(nm)

n=1 n=1

finalmente

L CX)1
Ao =aol+—=>» —b,
0= ao +ﬂ;n cos(n)

ahora sustituyendo Ag se tiene

18



F(z) = agL + = Z by, cos(n) Z { by cos <2$)+%sm<”y)]

y reemplazando en la igualdad inicial obtenemos lo que afirma el teorema.

Jow- a1+ £ o (5) - o (5) )

4.3 Identidad de Parseval

Sea f una funcién seccionalmente continua en [—L, L] y tal que f’ es también
seccionalmente continua en [—L, L].

Si
nwT
—ao+2[an605< >—|—bnbm(L>}

es la serie de Fourier de f, entonces

L 9]
%/ P dr =2 (a0)” + 3 [(an)” + (0a)?]
.y n=1

que se conoce como identidad de Parseval

Prueba: La serie de Fourier de f converge a f(z) para cada x del intervalo

(L L].
— ag + Z [an cos ( ) 1 b, sin (nzxﬂ

Multiplicando por f(zx) se tiene

() = aof(z +z[anf Cos( >+bf()sin<n2m)]

n=1

podemos integrar término a término.
L

L o L L
[ [f(@) dz = aoij(x)dx+ 2::1 [anfo(a:) cos ("F2) dx + b”,fo( sin (212

L
de aqui recordando lo que son los coeficientes de una serie de Fourier se tiene.

L o0
/ [f(@) doe =2(ag)’ L+ LY [an - an +by - by] =
—L =
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L
1/ da:—? (ap) —I—Z[an +(bn)2
L n=1

r —Tnm<xr<T

Ejemplo10. Sea f(x) = { 0 , periédica de periodo 2.

T=-7,T
(oo} 1 2
PR
Pruebe que » l—nz =%
ne

Solucién: Como f(x) en es una funcién impar se tiene que: a, =0 para n=0,1,2,

1] 2 2 "
b, = f/xsin(mr) dx = f/xsin (nm)de = — {mcos(nac)}
0

™ nm

—T

3o

_2
n

Por lo tanto

n+1 sin(n a:) . |sinz  sin2z  sin3w
~2Z |k, ol

Aplicando la identidad de Parseval

17, 111 1
dr =4 o=t =
7r/ v {12+2 +32+42+}

2
:7 2d 7777 :l
n2 / 6

—T

5 Integral de Fourier

Las series de Fourier son una herramienta poderosa para tratar problemas
relacionados con funciones perfodicas. Luego, es conveniente generalizar este
método parar incluir funciones no periodicas.

Definicién.- Si f(z) definida en (—o0,00) es seccionalmente continua en
cada intervalo finito y tiene derivadas por la derecha e izquierda en todo punto

20



o0
y tal que [ |f(z)|dz converge, entonces la integral de Fourier de f se define
— 00

como: -
%/ [A(w) cos wz + B(w) sin wz] dw
0
donde:
Alw) = / f(t) coswtdt
B(w) = / f(¢) sinwtdt

A(w) y B(w) se llaman los coefcientes de la integral de Fourier de f(z).

Ejemplo 11. Encontrar la representacién por medio de la integral de

Fourier de la funcién: 2
1, |z/<1
fle) = { 0 , Jz|>1

Solucién: Primeramente, determinemos la grifica de la funcién

v T

05T

-2 -1 0 1 2

X

Ahora, calculemos los coeficientes de la Integral de Fourier
[e%e) 1 .

A(w) = [ f(u)coswudu = [ coswudy = [S22%] |il = 28inw
—o00 -1

w

[es) 1
B(w) = [ f(u)sinwudu = [ sinwudu =0
—00 -1

Por lo tanto, la integral de Fourier de f(z) es:
1 7 {2 : }
— — sinw coswz | dw
™ w
0
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5.1 Ceriterio de convergencia de la integral de Fourier

Si f(x) es seccionalmente continua en [—~L,L] V L > 0y tal que [ |f(¢)|dt

existe, entonces la integral de Fourier converge a 3[f(z") + f(z7)] (Promedio
de los limites izquierdo y derecho de f(z)), V o donde f/(z") y f/(z~) existen.

Ejemplo 12. Estudie la convergencia de la Integral de Fourier del ejemplo
11

Solucién Sea f(z) definida en ejemplo 11, debido a que f(x) es seccional-
mente suave, la integral de Fourier de f(z) converge a :[f(z") + f(z7)] V z.
De acuerdo con el criterio de convergencia se tiene:

200 sinw 1 s1 —1l<a<l1
/[ coswx} dw = % S1 r==+1
L 0 si lz| > 1

En particular, una situacién interesante se da cuando z = 0.

200 . B .

7/ [smwcoswx} dw:1:>/ {Smwcoswx} dw="

s w w 2
0 0

5.2 Integrales de Fourier de cosenos y senos

Sea f(x) una funcién definida en [0, 00), podemos extender esta funcién a una
funcién par o impar en (—o0, 00) y calcular la integral de Fourier de esta ultima,
que resulta ser de coseno y seno respectivamente, lo cual es completamente
andloga a los desarrollos en césenos y senos de una funcién definida en un
intervalo [0, L] para el caso de las series de Fourier.

o
Definicién: Sea f definida en [0, 00) y sea [ |f(u)|du convergente, la inte-
0

gral de Fourier en césenos de f es

%/A(w) cos(wz)dw, donde A(w) = 2/f(u) cos(wu)du
0 0

Y la integral de Fourier en senos de f es

o0 o0
1
f/B(w) sin(wx)dw, donde B(w) = 2/f(u) sin(wu)du
™

0 0

En lo que tiene que ver con la convergencia de la integral de Fourier en este

caso, si f es seccionalmente suave en todo intervalo [0, cc], entonces esta integral
converge a [f(z7) + f(z7)] en (0, 00).
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Ejemplo 13: Encontrar la integral de Fourier de f(z) = {

si:
a) se considera una extension par de f(z)
b)) se considera una extension impar de f(z); y luego
¢) en ambos casos, determinar las convergencias de estas integrales .

Solucién: Consideremos la gréfica de la funcién

y 17

0757

05T

0 05 1 15 2

X

a) Para obtener la integral de Fourier de cosenos, extendemos f como una
funcién par fp definida en toda la recta real, luego:

10

Alw) = 27f(u) cos(wu)du = 2/u2 cos(wu)du
0

0

0

Por lo tanto, la integral de Fourier de cosenos es:

1/ 20~ 2 sin 10w + 22 cos 10w cos waduw
- w Wl w?
0

Al aplicar criterio de convergencia obtenemos:
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2?2 si 0<z<10

171/2 4 40 :

— E — — | sin 10w + — cos 10w | cos wxdw = 52 z > 10

T w w3 w? 0 st z=0
0 50 si x =10

b) Para obtener la integral de Fourier de senos, extendemos f como una
funcién impar f; definida en toda la recta real.

10

B(w) = /f(t) sin wtdt = 2/u2 sin wudu
—o00 0
C, 10
2
= 2|-L cos wul? + f/ucoswudu
w w

0

r 10
u? 2 1 u .
= 2|——coswu+ — —2coswu—|——smwu
| w w \w w 0

[ 102 2 20 2
= 2 —colew—|—3cosl()w—|—zsin10w—3]
w w w w

entonces la integral de Fourier de senos es:
y 40 4
l/ _20 + i cos 10w + — sin 10w — — | sinwxdw
T w w3 w? w3
0

Finalmente, al aplicar criterio de convergencia obtenemos:

o 2?2 si 0<x<10
1 2 4 40 4 ;
— —E 4+ — ) cos 10w + — sin 10w — — | sinwxdw = 0 Sl_ z>10
w3 w? w3 z=0

w St

0 50 st =10

o
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